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基于 Ｈａｒｒｉｓ衰减函数的岩石单调加载本构模型
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摘　要：以变形模量为对象，研究岩石单调加载的本构模型。首先根据单调加载过程中变形模量随着
应变增大而减小的衰减现象，引入Ｈａｒｒｉｓ函数来表征变形模量衰减规律，从而建立岩石单调加载本构模
型；然后根据极值理论，结合试验曲线特征值，确定模型参数；最后引用相关文献试验数据，利用新提出

的单调加载本构模型对试验数据进行参数计算，获得岩石本构模型理论值，该理论值与试验结果吻合度

较高，验证了模型的适用性。对模型参数分析发现，模型参数 ａ主要反映了岩石的宏观强度，ａ值越大，
岩石峰值强度越低。参数ｂ与岩石强度关系不大，但体现了岩石的延脆性，ｂ值越大，脆性越强，反之延
性越明显。
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　　随着我国经济与科学技术的发展，向地下要空
间则是未来发展的重要方向之一［１］，这势必涉及到

大量的岩石工程。岩石变形是影响岩石工程安全的

重要因素，因此掌握岩石的力学本构模型对更好利

用地下空间具有重要意义。Ｋｒａｊｃｉｎｏｖｉｃ等［２］在

Ｌｅｍａｉｔｒｅ［３］提出的等效应变假说基础上，结合了连续



损伤和统计强度理论，建立了损伤模型，后人在此基

础上不断完善改进，提出了多种统计损伤模型。高

玮等［４］将破裂岩石视作多个小立方体，并假定各个

立方体的强度服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布，从而提出一种破
裂岩体的本构模型。曹瑞琅等［５］在岩石微元强度

服从 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布的基础上，考虑了岩石残余强度
并对损伤变量进行了修正，最终建立了考虑岩石峰

后残余强度的本构模型。蒋浩鹏等［６］则将温度考

虑进来，得到了高温后岩石统计损伤本构模型。Ｌｉ
等［７］和王林峰等［８］则认为岩石强度服从正态分布，

并基于此建立了新的本构模型。然而 Ｗｅｉｂｕｌｌ分布
存在尺寸效应，而正态分布则会出现岩石强度和参

数为负值的现象，这与实际情况不符。因此，部分学

者尝试采用新的函数构建岩石统计损伤模型，其中

效果比较理想的是Ｈａｒｒｉｓ函数。黄海峰等［９］假设岩

石微元强度服从 Ｈａｒｒｉｓ函数，并对损伤模量进行修
正，构建了损伤软化模型。王创业等［１０］和李小峰

等［１１］同样认为岩石微元强度服从 Ｈａｒｒｉｓ分布，建立
的本构模型与试验结果匹配度较好。但上述理论涉

及到的岩石微元强度存在不易测量的缺点，而且，部

分学者采用拟合法确定模型参数，虽然拟合度较好，

但参数物理意义不明，而这势必影响本构模型的应

用。大量试验表明，岩石在单调加载过程中，随着应

力增大，应变快速增加直至岩石破坏，其对应变形模

量表现出逐渐衰减的特征。变形模量作为岩石基本

物理量之一，测量简便［１２］，如果能够获得变形模量

的衰减规律，就可以建立应力与应变之间的关系。因

此，本文通过引入Ｈａｒｒｉｓ函数来表征变形模量衰减规
律，并通过极限求导的方式获得模型参数。通过与已

有试验数据进行对比，验证了新模型的适用性。

１　本构模型分析
１．１　理论模型

图１所示为岩石典型单调加载应力应变曲线。

图１　岩石单调加载应力应变曲线

考虑压密段岩石应力较低，故忽略岩石压密过

程。假设在ε０之前岩石处于线弹性段，随后岩石进
入弹塑性阶段，随着应力增加，应变大幅增加，应力

应变曲线逐渐偏离纵坐标。选取原点作为起点，根

据变形模量定义可获得不同应力应变处变形模量如

图１所示。
若将ε０至εｆ段应变进行Ｎｆ等分，则第ｎ段应变

为：

εｎ ＝ε０＋ｎ·
εｆ－ε０
Ｎｆ

（１）

式中：ε０为弹性终点处应变值；εｎ为第ｎ等分处应变
值；εｆ为单调加载破坏处应变值；ｎ为第ｎ等分；Ｎｆ为
弹性段终点至破坏点等分总数。在单调加载过程中

变形模量从Ｅ０逐步衰减到Ｅｆ后，岩石破坏。已有成
果常采用式（２）定义岩石损伤［１３－１４］：

Ｄｎ ＝１－
Ｅｎ
Ｅ０

（２）

式中：Ｄｎ为岩石第ｎ等分处损伤值；Ｅｎ为第ｎ等分处
变形模量；Ｅ０为初始变形模量。

根据公式可知当岩石破坏时，岩石损伤并不等

于１，即岩石不会破坏，这与实际不符。为此，将变形
模量进行归一化，如式（３）所示。

Ｋｎ ＝
Ｅｎ－Ｅｆ
Ｅ０－Ｅｆ

（３）

式中：Ｋｎ为变形模量归一化值；Ｅｆ为岩石加载破坏
处变形模量；Ｅ０，Ｅｎ意义同上。

由此可知，随着单调荷载的增加至岩石破坏，变

形模量归一化值则从１衰减到０。若能利用一个函
数来表征衰减规律，则可以获得变形模量数值，从而

得到应力应变关系。常见衰减函数有线性衰减，指

数衰减，高斯衰减以及 Ｈａｒｒｉｓ衰减等。显然对于单
一线性衰减其衰减速率为恒值，若要满足衰减速率

为变量则要构造分段线性函数，过于麻烦；指数衰减

是先剧烈衰减然后变缓，难以满足不同类型岩石的

变形模量变化规律；高斯衰减速率是先缓慢，然后变

快，最后又放缓呈钟形，同样难以满足不同类型岩石

破坏，且高斯衰减计算相对繁琐，参数可为任意实

数，这与实际情况不符［１５］。反观 Ｈａｒｒｉｓ函数，见式
（４），仅有２个参数且均大于０，通过变换两个参数
的值可以得到不同形状的衰减形式。

Ｓ（Ｘ）＝ １
１＋ａＸｂ

（４）

式中：Ｘ为函数自变量；ａ，ｂ为大于０的常数。
为了建立变形模量与等分段数之间的关系，可
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令Ｘ＝ｎ／（Ｎｆ－ｎ），则当ｎ＝０，Ｓ（０）＝１，当ｎ＝Ｎｆ
时，Ｓ（Ｎｆ）＝０，从而得到用衰减函数表征归一化变
形模量的表达式：

　
Ｅｎ－Ｅｆ
Ｅ０－Ｅｆ

＝Ｓ（ ｎ
Ｎｆ－ｎ

）＝ １

１＋ａ（ ｎ
Ｎｆ－ｎ

）ｂ
（５）

根据式（５）可以求得εｎ处对应的变形模量为：

Ｅｎ ＝Ｅｆ＋
Ｅ０－Ｅｆ

１＋ａ（ ｎ
Ｎｆ－ｎ

）ｂ
（６）

从而可得：

σｎ＝Ｅｎεｎ＝（Ｅｆ＋
Ｅ０－Ｅｆ

１＋ａ（ ｎ
Ｎｆ－ｎ

）ｂ
）（ε０＋ｎ

εｆ－ε０
Ｎｆ

）

＝Ａ·ｎ·Ｓ（ ｎ
Ｎｆ－ｎ

）＋Ｂ·Ｓ（ ｎ
Ｎｆ－ｎ

）＋ｎＣ＋Ｄ

（７）

式中：Ａ＝（Ｅ０－Ｅｆ）·
εｆ－ε０
Ｎｆ

Ｂ＝（Ｅ０－Ｅｆ）·ε０

Ｃ＝
εｆ－ε０
Ｎｆ

Ｅｆ

Ｄ＝Ｅｆ·ε０
１．２　模型参数确定

根据式（７）可知，岩石单调加载过程中应力与
分段数ｎ（由应变确定）存在一一对应关系，是分段
数ｎ的函数。假定岩石全应力应变曲线峰值σｃ对应
分段次数为ｎｋ，则该点满足边界条件有：

σｎｋ ＝σｃ
ｄσｎ
ｄｎ ｎ＝ｎｋ ＝

{ ０
（８）

式中：σｃ为峰值应力；ｎｋ为峰值应力对应的应变分
段数根据式（８）中第一项可得：

σｃ ＝Ａ·ｎｋ·Ｓ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）＋Ｂ·Ｓ（

ｎｋ
Ｎｆ－ｎｋ

）＋ｎｋＣ＋Ｄ

（９）
根据式（８）中第二项可得：

Ａ（１＋ａ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）ｂ）＋Ｃ（１＋ａ（

ｎｋ
Ｎｆ－ｎｋ

）ｂ）２－

（Ａｎｋ＋Ｂ）
Ｎｆ

（Ｎｆ－ｎｋ）
２ａｂ（

ｎｋ
Ｎｆ－ｎｋ

）ｂ－１ ＝０ （１０）

根据式（９）和式（１０）可得：

Ｓ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）＝Ｍ （１１）

ａｂ·（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）ｂ－１ ＝Ｆ （１２）

式中：Ｍ ＝
σｃ－ｎｋＣ－Ｄ
Ａ·ｎｋ＋Ｂ

Ｆ＝（ＡＭ＋
Ｃ
Ｍ２
）
（Ｎｆ－ｎｋ）

２

（Ａｎｋ＋Ｂ）Ｎｆ
通过对式（１２）变换则有：

ａ·（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）ｂ·ｂ

Ｎｆ－ｎｋ
ｎｋ

＝Ｆ （１３）

由式（１１）可得：

Ｓ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）＝ １

１＋ａ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）ｂ
＝Ｍ （１４）

由此解得：

ａ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）ｂ ＝１－ＭＭ （１５）

联立式（１３）和式（１５）可得：

ａ＝ １－Ｍ

Ｍ（
ｎｋ

Ｎｆ－ｎｋ
）ｂ

（１６）

ｂ＝
Ｆ·Ｍ·ｎｋ

（１－Ｍ）（Ｎｆ－ｎｋ）
（１７）

２　本构模型验证

为验证所建立的岩石本构模型的适用性，根据

文献［１６－１９］试验数据进行计算，得到本构模型参
数如表１所示，最终结果如图２所示。

表１　模型参数值

来源 文献［１６］ 文献［１７］ 文献［１８］ 文献［１９］

ａ ０．４９０ ０．２３０ ０．６３０ ０．７１０

ｂ １．２７０ １．１７０ ０．８８０ １．７７０

Ｒ２ ０．９７７ ０．９４５ ０．９２６ ０．９６３

　　从图２可以看到，本文所提出的本构模型理论
值与试验值吻合度较高，尤其在峰前段高度重合，在

峰后段存在一定偏差，当岩石在峰后段应力快速降

低时，二者吻合度较差，对于该问题，需进一步研究。

但在岩石工程中，一般利用的都是岩石峰前段承载

能力，因而本文所建立的模型能够满足工程应用。

３　模型参数分析
为了进一步讨论模型参数对理论解的影响并分

析参数的物理意义，以文献［１５］为例，通过改变参
数ａ和ｂ的值，来分析模型参数对结果的影响，结果
如图３所示。
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图２　本构模型验证

从图３（ａ）中可以看到当参数ｂ保持不变，随着
参数ａ的增大，峰值应力出现较为明显的下降，当参
数ａ由０．５增大至２．０时，峰值强度由７２ＭＰａ逐步

降低至５４ＭＰａ，与参数ａ基本呈线性关系。与此同
时，岩石峰值应变也随着参数ａ的增大而减小，而参
数ａ的变化对岩石峰后曲线形态没有明显影响，这
即表明参数ａ与岩石峰值强度相关。而从图３（ｂ）
则可以看到，当参数 ａ保持不变，随着参数 ｂ的增
大，峰值应力和峰值应变均增大，但增大幅度较小。

但参数ｂ对岩石峰后曲线形态影响较为明显，随着
ｂ的增大应力应变曲线由较为平缓状转变为陡直
状，峰后应力跌落速度加快，表明岩石脆性增强。故

经上述分析可知，模型参数ａ主要反映了岩石的宏观
强度，而参数ｂ则在一程度上体现了岩石的延脆性。

图３　模型参数分析

４　结　论
（１）以变形模量为研究对象，通过分析变形模

量在单调加载过程中随着应变增大而衰减的特征，

引入Ｈａｒｒｉｓ函数来表征变形模量衰减规律，构建了
岩石单调加载本构模型。

（２）采用极值理论，结合试验曲线特征值，推导
了模型参数的计算表达式，模型参数物理意义明确。

与前人试验结果对比，验证了本文模型的正确性。

（３）模型参数分析表明，参数ａ控制岩石强度，
ａ值越大，岩石峰值强度越低。参数 ｂ与岩石强度
关系不大，主要与岩石延脆性相关，ｂ值越大，脆性

５２第 ２期　　　　　　 　　　　　　许志雄，等：基于Ｈａｒｒｉｓ衰减函数的岩石单调加载本构模型



越强，反之延性越明显。
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