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摘　要：为研究双线Ｕ型截面简支梁桥的竖向弯曲振动频率，并获得一种简化的计算方法，以天津滨海
新区轨道Ｚ４线３０ｍ双线Ｕ型截面简支梁桥为背景，采用理论分析和数值模拟相结合的方法对其动力
性能进行研究。首先推导出考虑剪切和剪滞双重效应下，主梁和道床板的应变能求解公式，接着利用能

量变分原理求得控制微分方程，最后运用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理得到双线 Ｕ型截面简支梁桥的竖向弯曲振动频
率计算公式。为了验证所得竖向弯曲振动频率解析解的正确性，运用 ＡＮＳＹＳ与 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ有限元软
件对双线Ｕ型截面简支梁桥进行数值模拟，求得双线 Ｕ型截面简支梁桥的前三阶竖向弯曲振动频率，
并将有限元结果与所推导的理论计算值进行对比。研究结果表明：竖向弯曲振动频率公式的计算结果

与有限元结果吻合较好，精度较高；竖向弯曲振动频率受宽跨比变化的影响最大，道床板厚度变化次之，

高跨比变化最小；且竖向弯曲振动频率随着宽跨比和道床板厚度的增大，均表现出增大趋势；随着竖向

弯曲振动频率阶数的增高，其增幅均逐渐减小。
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　　Ｕ型梁作为一种新型的桥梁结构，其主要由主
梁和道床板组成，列车行驶在主梁之间的道床板上。

相比于传统箱型截面梁式构件，Ｕ型梁因其桥梁高
度小、降噪性能优异等优势，已成为铁路桥梁和城市

轨道交通桥梁重要的形式之一。

国内外学者针对桥梁的动力特性方面做了大量

的研究，聂建国等［１］利用势能驻值原理，综合考虑

槽型梁弯曲、剪力滞效应以及扭转，推导出简支槽型

梁在均布荷载作用下的解析解，并通过有限元软件

进行验证；甘亚南等［２－３］通过研究剪力滞的方法，运

用能量变分原理对槽型梁的动力特性进行了研究并

与有限元结果进行对比，验证了该研究方法的有效

性；周坚等［４－５］对剪力滞函数做了修正，利用余能原

理推导出挠度的计算公式；倪元增等［６］通过构造翘

曲位移函数，利用势能原理求解出应力以及挠度，并

将结果与试验进行对比，验证了其正确性；宋晓东

等［７］通过有限元模型以及薄壁杆件结构力学，考虑

翘曲的影响，对 Ｕ型梁的应力进行了深入的分析；
雒敏等［８］利用空间板壳数值方法对单箱双室简支

梁的剪力滞效应进行了分析，并将结果与有限元值

进行了对比；Ｍｏｏｎ等［９］采用试验和有限元模拟相结

合的方法对波形钢主梁组合箱梁的自振频率进行了

参数化分析；冀伟等［１０］利用能量变分法和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
原理综合考虑剪力滞和剪切变形的影响，推导出波

形钢主梁连续梁桥弯曲自振频率计算公式，并将计

算结果与试验实测值以及有限元计算结果进行了对

比；张云龙等［１１］依据滑移理论和结构动力学思想，

基于能量法推导出了考虑滑移效应组合梁的固有频

率和振型；罗奎等［１２－１３］运用能量变分原理推导出波

形钢主梁组合梁桥的单元刚度矩阵，利用 Ｍａｔｌａｂ软
件编写出考虑剪切影响的该桥型的自振频率求解公

式，并通过实测和有限元进行验证；Ｇｉｒｈａｍｍａｒ等［１４］

考虑层间滑移效应，采用变分法推导出了组合梁桥

的振动频率公式；Ｆｅｎｇ等［１５］用 ＩＡＭ方法对波形主
梁组合梁桥的动力特性进行了系统的研究，并通过

有限元软件对该方法的正确性进行了验证；陈卓异

等［１６］对４片波形钢主梁组合槽型梁进行两点对称
加载，研究了截面的应力分布情况；柳春光等［１７］基

于简化辐射波浪法和混合法对大跨连续刚构在地震

和波浪下的动力响应进行了分析；关孝文等［１８］通过

行车激励的方式对钢混叠合简支梁桥的动力性能进

行了研究。

根据现有文献分析可知，对于 Ｕ型梁的研究主
要集中在静力特性方面，对动力特性的研究较少，且

缺少相关的理论支持，因此本文运用能量变分原理

对双线Ｕ型梁的竖向弯曲振动频率进行了研究，并
建立 ＡＮＳＹＳ和 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ有限元模型进行对比
分析，验证了理论计算结果的正确性和适用性。

１　工程背景
本文依托天津市滨海新区轨道 Ｚ４线一期工程

项目，该结构主梁采用预应力混凝土 Ｕ型组合连续
梁结构，（３５ｍ＋５０ｍ＋３５ｍ）双线Ｕ型连续梁梁长
１１９．７０ｍ，（３０ｍ＋５０ｍ＋３０ｍ）双线Ｕ型连续梁梁
长１０９．７０ｍ，中支点截面中心处梁高４．８９ｍ，中主
梁较边主梁低０．２ｍ，跨中以及边跨直线段处梁高
２．２９ｍ，边支座中心线至梁缝中心线０．８０ｍ，梁体
沿着线路的中心线布置，Ｕ型截面梁横截面图如图
１所示。

图１　Ｕ型梁横截面（单位：ｍｍ）

取边跨双线Ｕ型等截面为简支梁桥横截面，计
算跨度取 ３０．００ｍ，梁高 ２．４９ｍ，桥梁全宽 １１．１３
ｍ，横断面布置为０．９９ｍ边主梁 ＋３．９７５ｍ行车道
＋１．２００ｍ中主梁＋３．９７５ｍ行车道＋０．９９ｍ边主
梁＝１１．１３ｍ。混凝土材料为 Ｃ５０，弹性模量 Ｅｃ＝
３．４５×１０４ＭＰａ，泊松比取０．２，重度取２５．０ｋＮ／ｍ３。

２　方程的建立
２．１　能量变分法的基本假定

（１）Ｕ型梁在变形前后，均符合平截面假定。
（２）忽略道床板由于剪力滞效应产生的横向应

力［１９－２１］。
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（３）假定所有外荷载关于梁中心轴对称。
（４）梁体材料只按混凝土考虑，忽略其他材料

的影响。

双线Ｕ型截面简支梁桥横截面计算简图如图２
所示，ｂ为道床板长度的１／４长度，ｈ１为截面的形心
至道床板中心的长度，ｔｂ为道床板厚度，ｈ为主梁高
度，ｔｆ为主梁厚度，Ａｂ为道床板面积，Ａｆ为主梁的面
积，Ａ为截面的总面积。

图２　１／２Ｕ型截面梁计算简图

研究该桥型的竖向弯曲振动频率时，需引入两

个广义位移函数，即竖向位移函数 ω和纵向位移函
数ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）：

ω＝ω（ｘ，ｔ）
ｖ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｈ１φ（ｘ，ｔ）＋珋ｙｕ（ｘ，ｔ

{
）

（１）

式中：φ（ｘ，ｔ）为截面由于纯弯曲引起的转角；ｕ（ｘ，
ｔ）为剪切变形最大差值；ｔ为时间；珋ｙ为纵向翘曲位
移函数，由下式计算：

珋ｙ＝
ｈ１ １－

ｙ－ｂ( )ｂ[ ]２ ＋ｄ　道床板
ｄ　　　　　　 　　　

{
主板

（２）

式中：ｄ表示附加截面轴力位移，由∫Ａ珋ｙ＝０可得：
ｄ＝－

２Ａｂｈ１
３Ａ （３）

２．２　控制微分方程的建立
道床板应变能Ｖ１表达式为

［２２］：

　Ｖ１ ＝
１
２∫

ｌ

０
ＥｃＩｄ（

φ
ｘ
）２ｄｘ－∫

ｌ

０
ＥｃＨ１

ｕ
ｘ
φ
ｘ
ｄｘ＋

１
２∫

ｌ

０
ＥｃＨ２（

ｕ
ｘ
）２ｄｘ＋１２∫

ｌ

０
ＧｃＨ３ｕ

２ｄｘ （４）

式中：Ｅｃ，Ｇｃ分别表示混凝土的弹性模量和剪切模
量；Ｉｄ表示道床板的惯性矩。Ｈ１，Ｈ２，Ｈ３的表达式为：

Ｈ１ ＝
１
３ｈ１＋

１
２( )ｄｔｂＡｂ

Ｈ２ ＝Ａｂ （ｈ１＋ｄ）
２－１３ｈ１（ｈ１＋ｄ）＋

１
１０ｈ[ ]２１

Ｈ３ ＝
２Ａｂｈ

２
１

３ｂ













２

（５）

主梁应变能Ｖ２表达式为：

Ｖ２ ＝
１
２∫

ｌ

０
ＥｃＩｆφ( )ｘ

２
ｄｘ＋１２∫

ｌ

０
ＧｃＡｆωｘ

－( )φ２
ｄｘ

（６）
式中：Ｉｆ表示主梁的惯性矩。

双线Ｕ型截面简支梁桥在自由振动时的动能Ｔ
为：

Ｔ＝１２∫
ｌ

０
ｍ ω
( )ｔ

２
ｄｘ （７）

式中：ｍ表示Ｕ型简支梁的单位长度质量。
利用Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可得：

δ ＝δ∫
ｔ２

ｔ１
（Ｖ１＋Ｖ２－Ｔ）ｄｔ （８）

将式（４）、式（６）和式（７）代入式（８）中，运用
能量变分法的势能驻值原理可得到截面控制微分方

程如式（９）—式（１１）所示。

ｍ
２ω
ｔ２
－ＧｃＡｆ

φ
ｘ
－

２ω
ｘ( )２ ＝０ （９）

　ＥｃＨ１
２ｕ
ｘ２
＋ＧｃＡｆφ－ω( )ｘ－ＥｃＩ

２φ
ｘ２
＝０ （１０）

ＥｃＨ１
２φ
ｘ２
＋ＧｃＨ３ｕ－ＥｃＨ２

２ｕ
ｘ２
＝０ （１１）

式中：Ｉ＝Ｉｄ＋Ｉｆ，是双线Ｕ型梁截面惯性矩。
对式（９）求偏导可得：

φ
ｘ
＝

２ω
ｘ２
－ ｍ
３ＧｃＡｆ

２ω
ｔ２

（１２）

３φ
ｘ３
＝

４ω
ｘ４
－ ｍ
３ＧｃＡｆ

４ω
ｔ２ｘ２

（１３）

５φ
ｘ５
＝

６ω
ｘ６
－ ｍ
３ＧｃＡｆ

６ω
ｔ２ｘ４

（１４）

对式（１０）求偏导得：

ＥｃＨ１
３ｕ
ｘ３
＋ＧｃＡｆ

φ
ｘ
－

２ω
ｘ( )２ －ＥｃＩ

３φ
ｘ３
＝０ （１５）

ＥｃＨ１
５ｕ
ｘ５
＋ＧｃＡｆ

３φ
ｘ３
－

４ω
ｘ( )４ －ＥｃＩ

５φ
ｘ５
＝０ （１６）

将式（１２）和式（１３）代入式（１５）可得：
３ｕ
ｘ３
＝ ＩＨ１

４ω
ｘ４
＋ ｍ
ＥｃＨ１

２ω
ｔ２
－ ｍＩ
ＧｃＨ１Ａｆ

４ω
ｔ２ｘ２

（１７）

将式（１３）和式（１４）代入式（１６）可得：
５ｕ
ｘ５
＝ ＩＨ１

６ω
ｘ６
＋ ｍ
ＥｃＨ１

４ω
ｔ４
－ ｍＩ
ＧｃＨ１Ａｆ

６ω
ｔ２ｘ４

（１８）

对式（１１）求三阶偏导可得：

ＧｃＨ３
３ｕ
ｘ３
＋ＥｃＨ１

５φ
ｘ５
－ＥｃＨ２

５ｕ
ｘ５
＝０ （１９）

将式（１４）、式（１７）和式（１８）代入式（１９）可得：
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（Ｈ２１－Ｈ２Ｉ）Ｅ
２
ｃＧｃＡｆ

６ω
ｘ６
＋ＥｃＧ

２
ｃＨ３ＩＡｆ

４ω
ｘ４
＋

Ｅ２ｃｍ（Ｈ２Ｉ－Ｈ
２
１）
６ω
ｔ２ｘ４

－Ｅｃ（ＧｃＨ３Ｉ＋Ｈ２ＧｃＡｆ）ｍ
４ω
ｔ２ｘ２

＋

Ｇ２ｃＨ３Ａｆｍ
２ω
ｔ２
＝０ （２０）

为计算式式（２０），引入自由振动时的竖向位移
函数：

ω（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｗｎ（ｘ）ｓｉｎ（ωｎｔ＋θｎ） （２１）

式中：ωｎ为Ｕ型梁自由振动时的圆频率；θｎ为 Ｕ型
梁自由振动时的初始相位角；Ｗｎ（ｘ）为振型函数，可
表示为：

Ｗｎ（ｘ）＝αｎｓｉｎ（ｎπｘ／ｌ） （２２）
式中：常数αｎ

［２３］由初始边界条件决定，本文取αｎ＝
１。

根据式（２０）、式（２１）和式（２２）和伽辽金法可
得：

ω２ｎｍ
ｎπ( )ｌ

４
（Ｅ２ｃＨ２Ｉ－Ｅ

２
ｃＨ
２
１）＋Ｇ

２
ｃＨ３Ａ[ ]ｆ ＋

ω２ｎｍ
ｎπ( )ｌ

２
（ＧｃＨ３ＥｃＩ＋ＥｃＨ２ＧｃＡｆ）＋

ｎπ( )ｌ
６
Ｅ２ｃＧｃＡｆ（Ｈ

２
１－Ｈ２Ｉ）－

ｎπ( )ｌ
４
ＥｃＩＧ

２
ｃＡｆＨ３ ＝０

（２３）
由式（２０）可得Ｕ型梁自由振动时的表达式：

ωｎ ＝Θ·Ｍ （２４）
其中：

Θ ＝（ｎπｌ）
２ ＥｃＩ
ｍ槡

　 （２５）

Ｍ＝
１＋ ｎπ( )ｌ

２Ｅｃ（Ｈ２Ｉ－Ｈ
２
１）

ＧｃＨ３Ｉ槡
　

１＋ ｎπ( )ｌ
２ ＥｃＩ
ＧｃＡｆ

＋ ｎπ( )ｌ
２ＥｃＨ２
ＧｃＨ３

＋ ｎπ( )ｌ
４Ｅ２ｃ（Ｈ２Ｉ－Ｈ

２
１）

Ｇ２ｃＨ３Ｉ槡
　

（２６）
式中，ｎ＝１，２，３…；ｌ为简支梁的跨度。

３　有限元模型
３．１　建立有限元模型

为了更准确的对比分析双线 Ｕ型截面简支梁
桥的竖向弯曲振动频率，采用 ＡＮＳＹＳ１９．０有限元
软件和ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ有限元软件分别建立Ｕ型截面
梁的三维实体模型。在ＡＮＳＹＳ有限元模型中，主梁
及道床板均采ＳＯＬＩＤ４５实体单元模拟（见图３），在
ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ有限元模型中采用梁单元进行模拟

（见图４）。双线Ｕ型截面简支梁桥的支座约束为：
梁的一端采用固定铰支座，以约束横向、竖向及纵向

三个方向的位移；梁的另一端采用滑动铰支座，以约

束横向及竖向两个方向上的位移。

图３　ＡＮＳＹＳ有限元模型

图４　ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ有限元模型

３．２　验证理论解析解
将本文竖向弯曲振动频率公式的计算结果与

ＡＮＳＹＳ有限元计算结果和ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ有限元计算
结果进行分析对比，结果如表１所示。

表１　不同方法下竖向弯曲振动频率比较

计算方法
一阶频率

／Ｈｚ
二阶频率

／Ｈｚ
三阶频率

／Ｈｚ

本文 ５．７９ ２１．４９ ４１．５９

ＡＮＳＹＳ ４．６０ １９．３５ ３６．２６

ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ ４．７１ １９．４８ ３７．０８

　　从表１可以看出，第一阶理论结果与ＡＮＳＹＳ计
算结果相对误差为６．５６％，与 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ计算结
果相对误差为４．３２％；第二阶频率的理论解与 ＡＮ
ＳＹＳ计算结果相对误差为 ９．１７％，与 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ
计算结果相对误差为６．２３％；第三阶频率的理论解
与ＡＮＳＹＳ计算结果相对误差为 １１．１３％，与 ＭＩ
ＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ计算结果相对误差为９．４３％。本文竖向
弯曲振动频率计算公式计算结果与 ＡＮＳＹＳ有限元
值的结果和 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ计算结果均吻合良好，精
度较高，且随着结束的增大，计算误差也在增大，本

文理论解析法更适宜求解低阶频率。

４　结构参数分析
４．１　宽跨比

为研究宽跨比对 Ｕ型简支梁桥竖向弯曲振动
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频率的影响程度，其他条件与工程背景保持不变，仅

改变计算跨度，分析其竖向弯曲振动频率。跨度分

别取３０ｍ、３５ｍ、４０ｍ、４５ｍ、５０ｍ，对应的宽跨比分
别为０．３２２４、０．２７６３、０．２４１８、０．２１４９、０．１９３４，由
本文所推导的计算公式得到前三阶竖向弯曲振动频

率如图５所示。

图５　宽跨比对竖向弯曲振动频率的影响

从图５可以看出，宽跨比会对双线 Ｕ型简支梁
桥的竖向弯曲振动频率产生影响，随着宽跨比的不

断增大，竖向弯曲振动频率也逐渐增大，第一阶竖向

弯曲振动频率最大增幅在３５．０３％；第二阶竖向弯
曲振动频率增幅最高为３１．８５％；第三阶竖向弯曲
振动频率增幅最高为２６．６２％；且随着阶数的不断
升高，竖向弯曲振动频率的增幅在逐渐减小。

４．２　道床板厚度
为了研究混凝土道床板的厚度对双线 Ｕ型简

支梁竖向弯曲振动频率的影响，其他条件与工程背

景保持不变，道床板厚度分别取：０．４ｍ，０．５ｍ，０．６
ｍ，０．７ｍ，０．８ｍ进行对比分析。所求得的前三阶竖
向弯曲振动频率的结果见图６所示。

图６　道床板厚度对竖向弯曲振动频率的影响

从图６可以看出，道床板厚度的变化会对双线
Ｕ型简支梁竖向弯曲振动频率产生影响，随着道床
板厚度的不断增大，所求得的竖向弯曲振动频率在

不断增大。第一阶竖向弯曲振动频率最大增幅为

６．９３％；第二阶竖向弯曲振动频率最大增幅为
６．７２％；第三阶竖向弯曲振动频率最大增幅为
６．５８％。且随着阶数的不断升高，竖向弯曲振动频
率的增幅在不断减小。

４．３　高跨比
为研究高跨比对双线 Ｕ型截面简支梁桥竖向

弯曲振动频率影响程度，其他条件与工程背景保持

不变，梁截面的高度分别取：２．１ｍ、２．２ｍ、２．３ｍ、
２．４ｍ、２．５ｍ，其对应的高跨比分别为：０．０７００、
０．０７３３、０．０７６７、０．０８００、０．０８３３，由本文所推导的
计算公式得到前三阶竖向弯曲振动频率如图７所
示。

图７　高跨比对竖向弯曲振动频率的影响

从图７可以看出，高跨比的改变对双线 Ｕ型简
支梁竖向弯曲振动频率的影响比较小，影响幅度在

２％左右，但整体上呈现增大的趋势。

５　结　论
（１）利用能量变分法推导了双线 Ｕ型截面简

支梁桥竖向弯曲振动频率计算公式，发现竖向弯曲

振动频率受多个因素影响，剪切变形会影响 Ｕ型梁
的竖向弯曲振动频率。

（２）利用本文的竖向弯曲振动频率公式计算的
结果与ＡＮＳＹＳ结果和 ＭＩＤＡＳ／Ｃｉｖｉｌ结果吻合良好，
验证了本文理论的正确性和适用性，且最大误差在

１０％左右，精度较高，可为类似桥型的竖向弯曲振动
频率计算提供参考。

（３）宽跨比会对双线 Ｕ型截面简支梁桥的竖
向弯曲振动频率产生较大影响，随着宽跨比的不断

增大，竖向弯曲振动频率也逐渐增大，且对第一阶的

影响最大，增幅为３５．０３％，随着阶数的增大，影响
在逐渐减小。

（４）道床板厚度的变化会对双线 Ｕ型截面简
支梁桥竖向弯曲振动频率产生较大影响，随着道床

板厚度的不断增大，竖向弯曲振动频率在不断增大，
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且对第一阶的影响最大，增幅为６．９３％，随着阶数的
增大，影响逐渐减小；高跨比对双线Ｕ型简支梁竖向
弯曲振动频率的影响较小，影响幅度在２％左右。
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