
ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１６７２－１１４４．２０１８．０１．０３１

第１６卷第１期
２０１８年 ２月

水利与建筑工程学报
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＷａｔｅｒＲｅｓｏｕｒｃｅｓａｎｄＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｖｏｌ．１６Ｎｏ．１
Ｆｅｂ．，


２０１８

收稿日期：２０１７０９１４ 修稿日期：２０１７１０１３
作者简介：邱 超（１９９２—），男，湖北孝感人，硕士研究生，研究方向为边坡稳定性分析及岩土工程数值分析。Ｅｍａｉｌ：１４４０２１８９５３＠ｑｑ．ｃｏｍ

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法的一种新的解法
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摘 要：Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法作为一种经典的边坡稳定性分析方法，由于此法更加安全，故而在边坡工程中被广
泛应用。为提高Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法分析边坡稳定性的计算精度，避免得到局部最优解的缺陷，同时降低计算
量，提出了Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法的一种新的解法。通过引入竖向中心角，将安全系数表示为关于竖向中心角的解
析表达式，将优化问题转换为多维有约束优化问题，利用 ＭＡＴＬＡＢ中专门求解该优化问题的 Ｆｍｉｎｃｏｎ函
数，编制了相关的程序，对边坡稳定性问题进行了优化。通过静力条件和动力条件下的算例分析，研究

表明：解析法是条分法的下线解，新的解法具有更强的全局搜索能力和收敛能力。
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边坡具有数量多、危害性大的特点，一直是岩土

工程中研究的热点和难点问题［１－４］。Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法作
为边坡稳定性分析的经典方法，虽然该法不能完全

满足静力平衡条件，但是其安全系数计算结果偏于

安全［５］，被广泛应用到边坡稳定性分析当中。

自Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法被提出以来，不断有学者对其进
行研究与改进。ＣａｏＪＧ等［６］采用积分代替条分的
方法，将安全系数表示为坐标和半径的表达式，采用

Ｐｏｗｅｌｌ法对问题进行了优化，但是该法存在着得到
局部最优解的缺陷，蒋斌松等［７－８］采用解析计算的

方法，得到了安全系数的解析表达式，然后利用函数

求极值的方法得到安全系数的最优解，但是其计算

形式太过于复杂，不利于工程应用。李闯等［９］运用

解析计算的方法得到了Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法的安全系数关于
边坡参数的显示表达式，该法无需试算与解方程，但

是其计算太过于复杂，且在精度上不能保证。

针对以上问题，本文提出了 Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法的一种
新的解法，采用解析方法得到安全系数的解析表达

式，将竖向中心角作为优化变量，将优化问题转化为

有约束优化问题，利用 ＭＡＴＬＡＢ中 Ｆｍｉｎｃｏｎ函数对
问题进行优化，与传统无约束优化问题相比，该优化

方法可以更加容易且快速地得到优化结果。提出的

解析方法可以很好的得到安全系数的全局最优解，

其计算形式相对简单，并不需要进行反复的迭代计

算，有效地避免了传统方法迭代繁琐和得到局部最

优解的问题。



１ 基本假定
如图１所示，均质土坡，潜在滑动面为圆弧滑动

面，滑动面圆心 Ｏ，半径 ｒ０，边坡高度 Ｈ，坡角θ，土
体重度γ，内摩擦角φ，黏聚力 ｃ。ｘ０、ｙ０分别为边坡
滑动面圆心的横、纵坐标。Ｄ、Ｆ分别为过Ｃ、Ａ两点
竖直线与潜在滑动面的交点。μ为Ｇ点的横坐标，

α１、α２、η、β分别为Ｇ、Ｆ、Ｅ、Ｂ对应于Ｏ点的竖向中

心角，为边坡滑动面上任意一点对应于Ｏ点的竖
向中心角，顺时针为正。ｋｖ为竖向地震加速度系数，
ｋｈ为水平地震加速度系数，Ｔｉ、Ｎｉ分别为土条上作
用的切向力和正向力，Ｘｉ、Ｘｉ－１为条间作用的合力，
Ｗｉ为土条重量。在分析问题之前做如下几点基本假
定：

（１）边坡安全系数等于抗滑力与下滑力之比，
且边坡潜在滑动面上安全系数相同；

（２）地震作用下水平地震力为 ｋｈＷｉ，竖向地震
力为 ｋｖＷｉ；

（３）边坡土体满足摩尔 －库仑屈服准则，即

τｆ＝σｔａｎφ＋ｃ （１）

式中：τｆ、σ分别为边坡破坏时，滑动面上的切应力

和正应力。

（４）土条条间合力满足下列关系式：
Ｘｉ－Ｘｉ－１＝０ （２）

图１ 滑动面参量示意图

２ 安全系数解析计算
对边坡土体进行竖直条分，对任意竖直土条

ＤＦ进行静力平衡分析，有：
Ｔｉｃｏｓ－Ｎｉｓｉｎ－ｋｈＷｉ＝０
Ｔｉｓｉｎ＋Ｎｉｃｏｓ－（１＋ｋｖ）Ｗｉ＝{ ０

（３）

反解出 Ｔｉ，Ｎｉ有：
Ｔｉ＝（１＋ｋｖ）Ｗｉｓｉｎ＋ｋｈＷｉｃｏｓ
Ｎｉ＝（１＋ｋｖ）Ｗｉｃｏｓ－ｋｈＷｉｓｉｎ{


（４）

安全系数定义为边坡潜在滑动面上抗滑力与下

滑力之比，可以表示为：

Ｆｓ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
（ｃｌｉ＋Ｎｉｔａｎφ）

∑
ｎ

ｉ＝１
Ｔｉ

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｌｉ＋ｔａｎφ［（１＋ｋｖ）∑

ｎ

ｉ＝１
Ｗｉｃｏｓ－ｋｈ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｗｉｓｉｎ］

（１＋ｋｖ）∑
ｎ

ｉ＝１
Ｗｉｓｉｎ＋ｋｈ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｗｉｃｏｓ

（５）
式中：ｌｉ为任意土条底面长度，ｎ为划分的土条数。
为了更加精确的表达安全系数，采用积分的方法来

代替条分法。

由图１的几何关系，边坡滑动面上任意一点的
土体上方高度 ｈ可以表示为：

ｈ＝

ｒ０ｃｏｓ－ｙ０， α１≤ ＜α２
ｒ０（ｓｉｎｔａｎθ＋ｃｏｓ）＋ｘ０ｔａｎθ－ｙ０，α２≤ ＜η
ｒ０ｃｏｓ－ｙ０＋Ｈ， η≤≤

{
β

（６）
将圆弧滑动面的圆心坐标 ｘ０，ｙ０和半径 ｒ０用竖

向中心角表示，即：

ｘ０＝－
Ｈｓｉｎα２

ｃｏｓα１－ｃｏｓβ

ｙ０＝
Ｈｃｏｓα１

ｃｏｓα１－ｃｏｓβ

ｒ０＝
Ｈ

ｃｏｓα１－ｃｏｓ















β

（７）

联立式（５）、式（６）、式（７），安全系数可以表示
为：

Ｆｓ＝
ｃ
γｈ
（β－α１）（ｃｏｓα１－ｃｏｓβ）＋ｔａｎφ［（１＋ｋｖ）Ｉ１－ｋｈＩ２］

（１＋ｋｖ）Ｉ２＋ｋｈＩ１
（８）

式中：

Ｉ１＝－（ｃｏｓα１＋ｔａｎθｓｉｎα２）［
１
２（η－α２）＋

１
４（ｓｉｎ２η－

ｓｉｎ２α２）］－ｃｏｓβ［
１
２（β－η）＋

１
４（ｓｉｎ２β－ｓｉｎ２η）］＋

１
３ｔａｎθ（ｃｏｓ

３
α２－ｃｏｓ３η）＋

１
３（ｓｉｎ

３
α１－ｓｉｎ３β）＋（ｓｉｎβ

－ｓｉｎα１）－ｃｏｓα１［
１
２（α２－α１）＋

１
４（ｓｉｎ２α２－ｓｉｎ２α１）］

（９）

Ｉ２＝
１
３（ｃｏｓ

３
α１－ｃｏｓ３β）＋

１
３ｔａｎθ（ｓｉｎ

３
η－ｓｉｎ

３
α２）－
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１
２ｃｏｓβ（ｓｉｎ

２
β －ｓｉｎ

２
η）－ｃｏｓα１（ｓｉｎ

２
α２－ｓｉｎ２α１）－

１
２（ｃｏｓα１＋ｔａｎθｓｉｎα２）（ｓｉｎ

２
η－ｓｉｎ

２
α２） （１０）

由式（８）可以看出，安全系数只与 ｃ／（γｈ）、ｔａｎφ
这两个参数有关，对于不同的边坡，如果这两个参数

相同，则安全系数与潜在滑动面均相同；如果参数

ｃ／（γｈｔａｎφ）相等，则潜在滑动面一致。对于一定的
边坡，安全系数只与α１、α２、η、β这４个变量有关，将
这４个变量作为优化变量对安全系数进行优化，便
可得到其全局最优解。

３ ＭＡＴＬＡＢ程序优化
考虑到本文优化问题为多维约束非线性优化问

题，本文采用 ＭＡＴＬＡＢ中 Ｆｍｉｎｃｏｎ函数求解安全系
数的最小值和其相对应的潜在滑动面，Ｆｍｉｎｃｏｎ数学
模型［１０］为：

ｍｉｎｆ（ｘ）．Ｓ．ｔ

Ａｘ≤ ｂ
Ａｅｑ．ｘ＝ｂｅｑ
Ｃ（ｘ）≤０
Ｃｅｑ（ｘ）＝０
ｌｂ≤ ｘ≤













ｕｂ

（１１）

式中：Ａｘ≤ ｂ，线性不等式约束；Ａｅｑ．ｘ＝ｂｅｑ，非线
性等式约束；Ｃ（ｘ）≤０，非线性不等式约束；Ｃｅｑ（ｘ）
＝０，非线性等式约束；ｌｂ≤ ｘ≤ ｕｂ，有界约束。
对于小规模优化问题，Ｆｍｉｎｃｏｎ采用序列二次规

划方法，该算法通过将原问题转化为一系列二次规

划子问题的求解来获得原问题的优化解，对拉格朗

日函数取二次近似，从而提高二次规划子问题的精

确程度，对非线性较强的问题也能优化计算。序列

二次规划方法的基本原理为：在某个近似解处将原

非线性规划问题简化为处理一个二次规划问题，求

取最优解，如果有，则认为是原有非线性问题的最优

解，否则，用近似解代替构成一个新的二次规划问

题，继续迭代。

为了得到边坡安全系数的最小值，以及其对应

的边坡潜在滑动面，应用ＭＡＴＬＡＢ软件，编制了相关
的优化程序进行求解，式（８）的安全系数为中心角

α１、α２、η、β的函数，该问题为非线性约束问题，约束

条件为：

α１≤α２≤η≤β
（ｃｏｓα１－ｃｏｓβ）ｃｏｔθ－ｓｉｎη＋ｓｉｎα２＝

{ ０
（１２）

在进行优化的过程中，需要对初始值进行设置，

初始值的选取对收敛速度或者是否收敛起着关键性

的影响，初始值选取的不恰当，优化问题的解可能陷

入局部最优解。在计算的过程中，α１，α２取值接近０，

β值的取值范围可以为１．２～１．５，η可以取α２和β
的中间值，发现经过最多３～４次尝试便可以得到边
坡稳定性分析的全局最优解。

４ 对比计算与分析

４．１ 静力条件下对比分析

为了验证本文方法和优化程序的正确性，对已

有典型算例进行对比计算。均质土坡［１１］，土体重度

γ＝１８．５ｋＮ／ｍ３，边坡高度 Ｈ＝８ｍ，坡度分别为１∶１
和２∶１。为了分析强度参数对边坡稳定性的影响，
土体内摩擦角分别取 １０°、１５°、２０°，黏聚力分别取 ５
ｋＰａ、１０ｋＰａ、１５ｋＰａ、２０ｋＰａ、２５ｋＰａ、３０ｋＰａ。

本文计算方法得到的结果与 Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ条分法计
算得到的结果见表１。

表１ 安全系数对比表

θ／（°） ｃ／ｋＰａ φ／（°）
安全系数

本文方法
Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ
条分法

１∶１ ２５ ２０ １．６７８７ １．６８１８

１∶１ ２０ ２０ １．４６０５ １．４６３０

１∶１ １５ ２０ １．２３６０ １．２３８３

１∶１ １０ ２０ １．０００６ １．００１０

１∶１ ３０ １５ １．７２５８ １．７２８８

１∶１ ２５ １５ １．５１６７ １．５１９８

１∶１ ２０ １５ １．３０４５ １．３０７０

１∶１ １５ １５ １．０８７４ １．０８９３

１∶１ １０ １５ ０．８６１８ ０．８６３３

１∶１ ２５ １０ １．３５２８ １．３５５４

１∶１ ２０ １０ １．１４６４ １．１４８４

１∶１ １５ １０ ０．９３６８ ０．９３８３

２∶１ ２０ ２０ １．９６２５ １．９６３２

２∶１ １５ ２０ １．７０６８ １．７０８６

２∶１ １０ ２０ １．４３９１ １．４４０３

２∶１ ５ ２０ １．１４７５ １．１４７９

２∶１ ２５ １５ １．９４６６ １．９４８１

２∶１ ２０ １５ １．７０５５ １．７０６２

２∶１ １５ １５ １．４５８６ １．４５９２

２∶１ １０ １５ １．２０１８ １．２０２８

２∶１ ５ １５ ０．９２４８ ０．９２５３

２∶１ １５ １０ １．２１１４ １．２１２４

２∶１ １０ １０ ０．９６６３ ０．９６６７

从表１可以看出，两种方法计算的安全系数吻
合得很好，验证了提出的解析方法的正确性，同时也
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表明解析方法是条分法的下限解。利用本文编制的

相关程序，可以很快的得到边坡稳定性分析的结果，

同时也能保证得到全局最优解，得到安全系数取最

小值时的α１、α２、η、β值，带入式（７），便可以得到临
界圆弧滑动面的圆心和半径，从而确定边坡潜在滑

动面。

４．２ 动力条件下对比分析

水平地震加速度系数与竖向地震加速度系数之

间关系可以表示为：

ｋｖ＝ξｋｈ （１３）
式中：ξ表示 ｋｖ相对于 ｋｈ的比例系数。研究表
明［１２－１４］：一般取ξ ＝０．５，ｋｈ取０．０～０．３能够满足
工程的要求。

均质土坡，边坡参数：边坡高度 Ｈ＝３０ｍ，
ｃ／（γＨ）＝０．１５，φ＝４０°，ξ＝０．５。当边坡安全系数
Ｆｓ＝１时对应的水平向加速度系数即为水平向屈服
加速度系数，记为 ｋｈ。对应不同的边坡坡角，本文
计算得到的水平向屈服加速度系数与已有计算结果

见表２。从表 ２可以看出，本文计算的水平向屈服
加速度系数与已有计算结果很接近，但是由于本文

考虑了竖向地震作用系数的影响，二者的计算结果

还是有一点不同，竖向地震加速度系数的影响不可

忽视。同时，由表 ２可以得到，随着边坡坡角的增
大，水平向屈服加速度系数不断减小。

表２ 水平向屈服加速度对比结果

数据

来源

ｋｈ

θ＝４５° θ＝６０° θ＝７５° θ＝９０°

ＣｈａｎｇＣＪ等［１５］ ０．６７７ ０．５１６ ０．３３３ ０．１１６

罗强等［１６］ ０．７３８ ０．５０７ ０．２９４ ０．０８８

本文 ０．５８０ ０．４２３ ０．２７８ ０．０８６

通过以上算例分析表明，静力条件下和动力条

件下案例分析表明了本文计算结果和优化程序的正

确性。

５ 结 论
通过以上分析，得到如下结论：

（１）提出了 Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ法的一种新的解法，以竖
向中心角为自变量，推导出了安全系数的解析表达

式，并给出了相应的优化程序。

（２）随着边坡坡角的增大，水平向屈服加速度
系数不断减小，同时竖向地震加速度系数的影响不

可忽视。

（３）提出的解析法能够有效避免得到局部最优
解的缺陷，具有更强的全局搜索能力和收敛能力。
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