
ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１６７２－１１４４．２０１７．０５．０１１

第１５卷第５期
２０１７年１０月

水利与建筑工程学报
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＷａｔｅｒＲｅｓｏｕｒｃｅｓａｎｄＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｖｏｌ．１５Ｎｏ．５
Ｏｃｔ．，


２０１７

收稿日期：２０１７０５０４ 修稿日期：２０１７０６２０
基金项目：国家自然科学基金资助项目（５１３７８４６３）
作者简介：程 康（１９９４—），男，湖北武汉人，硕士研究生，研究方向为土与结构的相互作用。Ｅｍａｉｌ：ｃｈｅｎｇｋａｎｇ＠ｚｊｕ．ｅｄｕ．ｃｎ
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摘 要：以墙后填土为非饱和土的刚性挡墙为研究对象，考虑土拱效应和水平微单元体层间剪切作用

的影响，假定墙后土拱形状为抛物线形拱，结合水平单元分析法、朗肯滑裂面等，分别建立了平动模式下

水平微单元体平均竖向应力、层间剪切力与被动土压力的定量关系，然后推导了平动模式下的挡墙被动

土压力系数及被动土压力解析解，并加以实例及参数分析。该方法能考虑墙后土体中的应力偏转以及

水平微单元体层间剪切作用，较之于传统的挡墙土压力计算方法，能够更真实地反映土体中的应力状

态，可为工程实践提供一定指导。

关键词：非饱和土；土拱效应；抛物线形拱；层间剪切
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众所周知，地球表层很大一部分土体处在半干

旱或干旱状态，即非饱和状态，因此，将饱和土土压

力计算理论运用于非饱和土土压力的计算，虽然结

果会偏于安全，但与真实状况不符且不经济。随着

工程实践的需要，非饱和土土压力的计算理论正逐

渐受到关注。国内外学者对该问题进行了深入的研

究，如：赵均海等［１］通过考虑中间主应力效应并基于

非饱和土双应力状态变量抗剪强度统一解，建立了

非饱和土库仑土压力统一解，取得了较好的结果。

汪丁建等［２］基于极限状态分析，运用非饱和土有效

应力原理及饱和土朗肯土压力公式推导了非饱和土

朗肯土压力公式，并将其进一步拓展到降雨入渗工

况下。文献［３］也通过将滑移线理论应用于挡墙土
压力的分析中，其中重点探讨了基质吸力对挡墙土

压力的影响。不难发现，当前非饱和土土压力的相

关研究均是在经典土压力理论下进行，忽略了因墙



土摩擦引起的墙后土拱效应。

有关被动土压力的研究中较少有人考虑土拱效

应，如：李永刚［４］考虑了土拱效应，并得到了其被动

土压力分布，但其采用悬链线形式的拱迹线会导致

在处理微单元体应力关系时只能采用数值解近似

解，因而具有一定局限。徐利敏等［５］基于微分薄层

法思想推导了被动土压力沿挡墙墙高的非线性分布

式。年延凯等［６］在考虑超载作用下，深入研究了土

拱效应和抗滑桩的作用机制和加固效果。吴

明［７－８］、王杰等［９－１０］在考虑土拱效应的基础上分别

假定拱迹线为圆弧和抛物线，并推导了被动土压力

的分布及其合力作用点解析式。涂兵雄等［１１］假定

拱迹线为圆弧，利用坐标平移法推导了黏性土的土

压力分布形式。以上研究虽均考虑了土拱效应，但

在微分单元法分析的过程中忽略了土层单元间层间

剪切作用的影响，与真实情况不符。

因此，针对当前研究中大多忽略的微单元间的

层间剪切作用［４－１１］，本文在前人的研究基础上，首

先，假定土拱拱迹线为抛物线形，再利用坐标平移

法，通过在平移后的新坐标系中定义能反映水平微

单元层间剪切作用的剪切系数，进而对土拱效应理

论进行了改进，其次，建立土层水平微单元平均竖向

应力与被动土压力的关系，然后，推导出被动土压力

解析解，并探讨了层间剪切作用的影响因素，最后加

以实例及参数分析。

１ 非饱和土被动土压力计算

１．１ 分析模型的建立

本文采用基于饱和土摩尔 －库仑准则推导的
双应力状态变量公式，该公式由Ｆｒｅｄｌｕｎｄ提出，以基
质吸力（ｕａ－ｕｗ）和净正应力（σ－ｕａ）反映非饱和土
强度特征，其表达式如下：

τｆ＝（σ－ｕａ）ｔａｎφ′＋（ｕａ－ｕｗ）ｔａｎφ
ｂ＋ｃ′（１）

式中：τｆ为非饱和土抗剪强度；（σ－ｕａ）为净正应
力；σ为总应力；ｕａ为孔隙气压；φ′为有效内摩擦
角；（ｕａ－ｕｗ）为基质吸力；ｕｗ为孔隙水压；φ

ｂ为吸

力摩擦角；ｃ′为有效黏聚力；由于φ
ｂ不易测定，工程

应用较困难，ＶａｎａｐａｌｌｉＳＫ等［１２］将理论和实验研究
结合，通过把φ

ｂ与体积含水率相联系，提出经验公

式：

ｔａｎφ
ｂ＝θ

－θｒ
θｓ－θｒ

ｔａｎφ′ （２）

式中：θ表示体积含水率；θｒ表示残余体积含水率；

θｓ表示饱和体积含水率。由于非饱和土的土 －水特

征试验过程较复杂，可用幂函数模型来很好地拟合

土 －水特征曲线，该模型由ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ［１３］提出，
如下：

θ－θｒ
θｓ－θｒ

＝
１

１＋［α（ｕａ－ｕｗ）］{ }ｎ １－１ｎ
（３）

式中：α和ｎ即为试验拟合参数。
非饱和土中吸力为深度的函数，随深度增大而

减小，地下水面处为 ０，地表处吸力最大，当土体处
于静流状态时，可认为吸力沿深度呈线性分布［１４］，

则吸力分布函数为：

ｕａ－ｕｗ＝（ｕａ－ｕｗ）０（１－
ｚ
ｈｗ
） （４）

ｃ＝ｃ′＋（１－ｚｈｗ
）（ｕａ－ｕｗ）０ｔａｎφ

ｂ （５）

式中：（ｕａ－ｕｗ）０为地表土初始基质吸力；ｈｗ为墙后
填土表面到地下水面的距离；ｃ为总黏聚力。由以上
各式，可求非饱和土在不同深度 ｚ处的抗剪强度。

在水平单元分析法的基础上，做如下基本假定：

（１）挡土墙为刚性，墙背垂直，不考虑墙身变
形；

（２）假定土拱形状为抛物线；
（３）墙后土体滑裂倾角为非饱和土朗肯理论所

得滑裂面倾角［１４］，即β ＝π／４－φ′／２；
（４）本文在分析墙后土体应力状态时，一律采

用净正应力σ′（σ′＝σ－ｕａ）变化，非总应力σ。
当挡墙朝向土体产生一定平动位移时，由于墙

土间摩擦力的存在，墙后土体主应力将发生一定的

偏转，如图１所示。对土拱中任一点 Ｄ作应力分析可
知：

σ′ｐｈ
σ′１

＝ｓｉｎ２ψ＋
１
Ｍｃｏｓ

２
ψ

σ′ｐｖ
σ′１

＝ｃｏｓ２ψ＋
１
Ｍｓｉｎ

２
ψ

τｐｓ
σ′１

＝（１－１Ｍ）ｓｉｎψｃｏｓ















ψ

（６）

式中：σ′ｐｈ、σ′ｐｖ分别为水平、竖直方向净正应力；τｐｓ
为切向应力；θ为墙边大主应力面与水平面夹角；ψ
为墙后任一点极角，在墙土接触处，有θ ＝ψ；Ｍ为
大净主应力与小净主应力之比Ｍ ＝（１＋ｓｉｎφ′）／（１
－ｓｉｎφ′）。
对于黏性土，采用坐标轴平移法将坐标系τｏσ′

做以下变换：只将坐标纵轴向左平移 ｃｃｏｔφ′，得新坐
标系τｏσｔ′，因而：
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σ′ｔ＝σ′＋ｃｃｏｓφ′

τ
ｔ＝{
τ

（７）

图１ 墙后土体水平微分单元及大主应力拱

坐标平移不改变莫尔圆中各物理量间的几何关

系，故仍可得：

σ′ｔｐｈ
σ′ｔ１

＝ｓｉｎ２ψ＋
１
Ｍｃｏｓ

２
ψ

σ′ｔｐｖ
σ′ｔ１

＝ｃｏｓ２ψ＋
１
Ｍｓｉｎ

２
ψ

τ
ｔ
ｐｓ

σ′ｔ１
＝（１－１Ｍ）ｓｉｎψｃｏｓ













 ψ

（８）

在墙土接触面处 Ａ点，应力状态见图２。

图２ 墙后点 Ａ莫尔应力圆

由图２中几何关系可得：

τｗ＝σ′ｔｐｈｗｔａｎδ ＝（σ′ｔ１－σ′ｔｐｈｗ）ｔａｎθ （９）

σ′ｔｐｈｗ＝σ′ｔ１ｓｉｎ２θ＋σ′ｔ３ｃｏｓ２θ （１０）

ｔａｎθ ＝
Ｍｔａｎ２θ＋１
Ｍ－１ ｔａｎδ （１１）

式中：δ为墙土间摩擦角；σ′ｐｈｗ为新坐标系中的被动
土压力。求解该方程得：

θ ＝ａｒｃｔａｎ
（Ｍ－１）＋ （Ｍ－１）２－４Ｍｔａｎ２槡 δ

２Ｍｔａｎδ
（１２）

１．２ 被动侧压力系数和层间剪切系数

根据《数学手册》［１５］，本文采用的抛物线极坐标

方程为 ｒ＝（２η）／（１－ｃｏｓξ）。其中：ｒ为抛物线任一
点极径；ｒ０为墙背 Ａ点极径；η为抛物线形状参数；ξ
为任一点极角。如图１所示，根据图中几何关系可得

ξ ＝ψ＋π／２。
被动侧压力系数反映被动土压力与土层平均竖

向应力的比值，在轴平移后的新坐标系τ
ｔｏσｔ中，将

微单元土层所受竖向应力σａｖ沿拱迹线方向积分并

结合式（８）可求总竖向力 Ｖｔ：

Ｖｔ＝∫
π
２

θ

σ′ｔｐｖｄＡ＝∫
π
２

θ

σ′ｔ１（ｃｏｓ２ψ＋
１
Ｍｓｉｎ

２
ψ）ｒｓｉｎψｄψ ＝

∫
π
２

θ

σ′ｔ１（ｃｏｓ２ψ＋
１
Ｍｓｉｎ

２
ψ）２ηｓｉｎψ

１＋ｓｉｎψ
ｄψ （１３）

水平微单元土层上的平均竖向应力为：

σ′ｔｐｖ＝
Ｖｔ
Ｂｚ
＝ｋｐ

σ′ｔ１（１＋ｓｉｎθ）
ｃｏｓθ

（１４）

ｋｐ＝
１
Ｍ

３
４π－

３
２θ＋

ｓｉｎ２θ
４ －ｃｏｓθ－ｔａｎ（π４－

θ
２{ }） －

π
４＋ｃｏｓθ＋

θ
２－

ｓｉｎ２θ
４ （１５）

式中：Ｂｚ为水平微单元土层宽度；ｒ０为墙背 Ａ点大
主应力土拱线的极径：Ｂｚ＝ｒ０ｃｏｓθ。

在新坐标系中，定义被动侧压力系数：

Ｋｐｗ＝
σ′ｔｐｈｗ

σ′ｔｐｖ
＝
ｓｉｎ２θ＋

１
Ｍｃｏｓ

２
θ

ｋｐ（１＋ｓｉｎθ）
ｃｏｓθ （１６）

前人［４－１１］在采用水平微单元对平移模式下的

土压力求解时，多数未考虑水平微单元间的层间剪

切作用，因而与实际情况有一定差异。

如图１所示，将微单元土层所受剪应力τａｓ沿拱
迹线方向积分并结合式（８）可求微单元土层间切向
力为 Ｔ：

Ｔ＝∫
π
２

θ

σ′ｔ１（１－
１
Ｍ）ｓｉｎψｃｏｓψ（２ηｓｉｎψ）

１＋ｓｉｎψ
ｄψ ＝ （１７）

σ′ｔ１β（１－
１
Ｍ）Ｉｎ４－（ｓｉｎθ－１）

２－２Ｉｎ（ｓｉｎθ＋１[ ]）

则微单元土层间平均切向力为：

τ
ｔ
ｐｓ＝

Ｔ
Ｂｚ
＝ （１８）

σ′ｔ１（１＋ｓｉｎθ）（１－
１
Ｍ）Ｉｎ２－

（ｓｉｎθ－１）２
２ －Ｉｎ（ｓｉｎθ＋１[ ]）

ｃｏｓθ
在新坐标系τ

ｔｏσｔ′中定义反映水平土层层间切
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向力与平均竖向应力的比值关系的层间剪切系数。

Ｋｐｓ＝
τ
ｔ
ｐｓ

σ′ｔｐｖ
＝ １ｋｐ

（１－１Ｍ）Ｉｎ２－
（ｓｉｎθ－１）２

２ －Ｉｎ（ｓｉｎθ＋１[ ]）
（１９）

１．３ 被动土压力分布

通过对水平微单元建立水平和竖直方向受力平

衡方程，可解得被动土压力及其分布形式。如图３所
示，取距墙顶 ｚ深度处水平微单元进行受力分析，单
元体受被动土压力反力σ′ｐｈｗ、墙土切向力τｗ、滑裂
面正应力σ′ｆ、切应力τｆ、单元体上表面受竖向压力

σ′ｐｖ（Ｈ－ｚ）·ｃｏｔβ、上表面受水平切向力τｐｓ（Ｈ－

ｚ）ｃｏｔβ、其下表面受竖向压力（σ′ｐｖ＋ｄσ′ｐｖ）·（Ｈ－ｚ

－ｄｚ）ｃｏｔβ、下表面受水平切向力（τｐｓ＋ｄτｐｓ）（Ｈ－ｚ
－ｄｚ）ｃｏｔβ、ｄＧ为该单元体所受重力。
汪丁建等［１６］人在有关非饱和土土压力的研究

中，通过考虑微分土层单元间剪切作用，进而改进了

土拱模型，但却忽略了墙土间黏结力 ｃｗ的影响，显
然与实际有一定的出入。ＳａｎｊａｙＫＳ［１７］通过结合理
论和试验研究给出墙土黏结力的一般表达式为：ｃｗ
＝ｃｔａｎδ／ｔａｎφ′，下文采用该表达式来近似表示墙土
黏结力，进而确定墙土切向力τｗ。

图３ 水平微单元体受力示意图

由单元体水平向和竖直向静力平衡，可得：

σ′ｐｈｗｄｚ＋τｐｓ（Ｈ－ｚ）ｃｏｔβ－（τｐｓ＋ｄτｐｓ）· （２０）

（Ｈ－ｚ－ｄｚ）ｃｏｔβ－σｆｄｚ－τｆｃｏｔβｄｚ＝０

τｗｄｚ＋σ′ｐｖ（Ｈ－ｚ）ｃｏｔβ－（σ′ｐｖ＋ｄσ′ｐｖ）· （２１）

（Ｈ－ｚ－ｄｚ）ｃｏｔβ－σｆｃｏｔβｄｚ＋τｆｄｚ＋ｄＧ＝０

ｄＧ＝ １２γ［（Ｈ－ｚ）ｃｏｔβ＋（Ｈ－ｚ－ｄｚ）ｃｏｔβ］ｄｚ

σ′ｐｈｗ＝σ′ｔｐｈｗ－ｃｃｏｔφ′＝Ｋｐｗσ′
ｔ
ｐｖ－ｃｃｏｔφ′＝

Ｋｐｗσ′ｐｖ＋（Ｋｐｗ－１）ｃｃｏｔφ′

τｗ＝σ′ｐｈｗｔａｎφ′＋ｃ
ｔａｎδ
ｔａｎφ′

τｐｓ＝τｔｐｓ＝Ｋｐｓσ′ｔｐ

















ｖ

（２２）

将式（１）、式（４）、式（２０）带入式（１８）、式（１９）得
一元非齐次线性微分方程：

ｄσ′ｐｖ
ｄｚ ＋

Ｓ
Ｎ

１
Ｈ－ｚσ′ｐｖ＋

Ｑ
Ｎ

１
Ｈ－ｚ·ｃ＝Ｐ （２３）

其中：

Ｓ＝
Ｋｐｗｔａｎφ′ｔａｎβ＋１
ｔａｎφ′ｔａｎβ－１

＋
Ｋｐｓ＋Ｋｐｗｔａｎβ
ｔａｎβ＋ｔａｎφ′

Ｎ＝ １
ｔａｎφ′ｔａｎβ－１

－
Ｋｐｓ

ｔａｎβ＋ｔａｎφ′

Ｑ＝
ｔａｎδｔａｎβ（Ｋｐｗｃｏｔφ′＋ｃｏｔδ）

ｔａｎφ′ｔａｎβ－１
＋
（Ｋｐｗ－１）ｃｏｔφ′ｔａｎβ－１

ｔａｎβ＋ｔａｎφ′

Ｐ＝ γ
Ｋｐｓ（ｔａｎφ′ｔａｎβ－１）
ｔａｎβ＋ｔａｎφ′

－















 １

（２４）
边界条件：ｚ＝０，σ′ｐｖ＝０。对微分方程求解得：

σ′ｐｖ＝Ｃ（Ｈ－ｚ）
Ｓ
Ｎ ＋（Ｈ－ｚ）

Ｓ
Ｎ ×｛ｚ（Ｈ－ｚ）－

Ｓ
Ｎ －

（Ｈ－ｚ）－
Ｓ
Ｎ＋１

Ｓ
Ｎ－１

－
Ｑ
Ｓ×［ｃ′＋（ｕａ－ｕｗ）０×（Ｈ－

ｚ）－
Ｓ
Ｎｔａｎφ

ｂ］＋Ｐ（Ｈ－ｚ）
－ＳＮ＋１

Ｓ
Ｎ－１

｝ （２５）

Ｃ＝ Ｈ
Ｓ
Ｎ－１

（１－Ｐ）＋
Ｑ
Ｓ［ｃ′＋（ｕａ－ｕｗ）０ｔａｎφ

ｂ］

（２６）
则水平方向被动土压力分布：

σ′ｐｈｗ＝Ｋｐｗσ′ｐｖ＋（Ｋｐｗ－１）ｃｃｏｔφ′ （２７）

上式即为能考虑土拱效应及微分单元土层层间

剪切作用的非饱和土被动土压力分布式，其值与非

饱和土体参数、墙土摩擦角、土体内摩擦角、墙高以

及地下水位等因素有关。

较经典的被动土压力计算式，该式不仅能考虑

非饱和土的性质，且当（ｕａ－ｕｗ）０＝０时，该式即退
化为一般情况下被动土压力计算式，同时，也考虑了

墙后土体土拱效应的影响，所得非饱和土被动土压

力呈非线性分布，能更真实反映土体应力状态。

２ 实例分析
高为２ｍ的刚性挡土墙，墙背与地面垂直，墙后

填土为黏性土，地表面水平，有效内摩擦角φ′＝
３０°，天然重度为γ＝１７．８ｋＮ／ｍ３，有效黏聚力 ｃ′＝１０
ｋＰａ。由试验得到非饱和土土水特征曲线参数为：

α＝０．０２５ｋＰａ－１，ｎ＝５。结合以上参数再由本文所
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给出的土压力计算公式来分别分析被动土压力系数

Ｋｐｗ（见图４）及层间剪切系数 Ｋｐｓ（见图５）随有效内
摩擦角φ′的变化规律、土压力随墙土摩擦角δ及地
下水位ｈｗ的变化规律，最后，将计算结果与朗肯土
压力理论计算结果对比并分析。

图４ 被动侧压力系数 Ｋｐｗ

图５ 剪切系数 Ｋｐｓ

图４反映了被动侧压力系数 Ｋｐｗ随有效内摩擦
角φ′的变化曲线，由图４可见，当δ／φ′一定时，Ｋｐｗ
随φ′的增大而减小，且δ／φ′越大，相应的 Ｋｐｗ减小
越快；而当φ′一定时，Ｋｐｗ随δ／φ′的增大而增大，且

δ／φ′越小，相应的 Ｋｐｗ增加越快。
图５反映了剪切系数 Ｋｐｓ随有效内摩擦角φ′的

变化曲线，由图５可见，当δ／φ′一定时，Ｋｐｓ会随φ′
的增大而增大，且δ／φ′越大，Ｋｐｓ增加越快；而当φ′
一定时，Ｋｐｓ随δ／φ′的增大而增大，且δ／φ′越大，相
应地 Ｋｐｓ增加越快。

产生上述现象的原因在于：δ是提供摩擦导致

墙后土体产生应力偏转的“外因”，故δ越大，偏转

越剧烈，因而土层之间相对运动趋势越明显，层间剪

切系数 Ｋｐｓ也就越大；而φ′是土体抵抗外力保持稳
定的“内因”，故φ′越大，内部摩擦越大，土体也就越
“稳定”，因而对侧向挤压作用也就越弱，侧压力系数

Ｋｐｗ越小。由上述分析不难发现，δ／φ′的比值大小
是影响土层层间剪切作用强弱的重要因素，δ／φ′越

大，层间剪切作用越明显。

经归一化处理后，图６（ｈｗ＝２．４ｍ）为不同δ／φ′
时的被动土压力分布图。由图６可见本文方法计算
的非饱和土被动土压力近似呈“上缓下急”的非线性

分布，且整体明显小于饱和土朗肯土压力被动土压

力计算值。当δ／φ′大于 ０．４时，于墙底附近出现
“等值点”，即本文计算值开始等于朗肯理论值，并随

δ／φ′的增大，“等值点”的位置开始沿墙身升高。在
墙顶附近区域，被动土压力为负值（取０），随深度增
加，挡墙被动土压力的增长速度具有“阶段性”，呈现

“先缓慢增大、再迅速增大、最后急剧增大”的非线性

变化趋势，于墙底处被动土压力达到峰值，这表明前

文的基本假定（３）：土体潜在的滑裂面通过墙踵是合
适的，但滑裂面形态是否为直线有待深究。

图６ 不同墙土摩擦角时被动土压力分布

图７（δ／φ′＝０．６）为按本文计算方法和朗肯理
论计算得到的被动土压力随地下水位变化分布图，

当 ｈｗ由２ｍ逐渐增至２．８ｍ，被动土压力逐渐增大，
这是由于非饱和土基质吸力的增大所导致。而当地

下水位趋近于挡墙底部时，此时被动土压力趋于稳

定，且为最小值，这是由于基质吸力逐渐减小，朗肯

理论计算得到的被动土压力亦有类似的规律，但其

线性分布已被证实与实际情况不符。

图７ 不同地下水位下的被动土压力分布
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３ 结 论
（１）δ／φ′的比值大小是影响土层层间剪切作用

强弱的重要因素，δ／φ′越大，层间剪切作用越明显。

δ是提供摩擦产生应力偏转的“外因”，δ越大，土层

应力越易偏转，层间相对运动趋势越大。而φ′是土
体自身抵御这种偏转而保持自稳的“内因”，φ′越
大，土体内部摩擦越大，抵御偏转的能力就越强，对

侧向的挤压作用就越小。

（２）非饱和土被动土压力沿深度呈加速增大的
非线性分布，于墙顶处会出现一定的“负压力区”。

沿墙身分布的土压力值整体上比采用饱和土朗肯土

压力理论计算的被动土压力值小，表明了将饱和土

土压力朗肯理论用于非饱和土的土压力计算会偏于

安全但不经济。

（３）随地下水位的降低，基质吸力增大，非饱和
土被动土压力增大，于墙底部被动土压力趋于稳定

且达到峰值，这表明土体潜在的滑裂面通过墙踵是

合适的，但滑裂面形态是否为直线还有待进一步深

究。
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