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极值指数估计在太原站月降水频率

分析中的应用研究

李 扬
（山西省水利水电科学研究院，山西 太原 ０３０００２）

摘 要：在介绍极值理论基础、重尾分布判别方法的基础上，选用３种常用极值指数估计量，以山西省
太原站月降水序列为例研究极值指数估计方法在月降水频率分析中的应用。结果表明：太原站月降水

序列的样本分布属于重尾分布；选取序列强降水部分进行拟合时，Ｍｏｍｅｎｔ估计量对该段经验点据的拟合
效果相对最佳，且计算简便，可为当地月降水序列的频率分析提供参考。
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暴雨、洪水、干旱等极值水文事件对人类社会的

危害巨大。近年来，这类极值事件不断发生，制约了

社会经济发展，威胁人民生命财产安全。因此，揭示

极值事件中蕴含的统计规律十分必要。丁裕国［１］指

出，相对正态分布而言，月降水量的概率分布呈偏

态，极端降水的变化主要取决于其概率分布的尾部

特征。邹波［２］的研究表明，月降水量的概率分布是

一种重尾分布，分布尾部偏厚使得常用概率分布难

以拟合强降水部分，导致对强降水事件发生的概率

估计不足。因此，定量描述极值事件分布的尾部特

征及估算极值事件的分位数，对研究极值事件统计

规律、合理估计极值事件发生概率具有重要意义。

极值事件分布的重尾程度可用极值指数（Ｅｘ
ｔｒｅｍｅＶａｌｕｅＩｎｄｅｘ，ＥＶＩ）γ来表示。γ估计量的精度
取决于所选取的次序统计量个数ｋ，ｋ值偏大或偏
小，都可能导致较大的估计误差。其确定方法分经

验方法和理论方法两类。经验方法需要事先得知分

布的重尾程度，从而划定 ｋ值的范围，而实际应用
中分布的重尾程度是未知的，这种矛盾使得 ｋ值无
法由经验方法获得。理论方法的重要代表之一是作



图法，通过绘制（ｋ，^γ（ｋ））曲线来确定 ｋ值。这类图
形包括 Ｈｉｌｌ－ｐｌｏｔ［３］、ＡｌｔＨｉｌｌ－ｐｌｏｔ［４］、ＳｍｏｏＨｉｌｌ－
ｐｌｏｔ［５］、ｑｑ－ｐｌｏｔ［６］、修正 ｑｑ－ｐｌｏｔ［７］、Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ［８］、
Ｐａｒｅｔｏ分位数图［９］等，上述方法大多数对随机变量
的概率分布较为敏感，当随机变量不服从 Ｐａｒｅｔｏ分
布时效果较差，而 Ｓｏｕｓａ［８］提出的 Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ方法精
度较高，操作相对容易，优于其余几种作图法。另一

类方法是利用估计的均方误差（ＭＳＥ）、渐近均方误
差（ＡＭＳＥ）等指标，认为使 ＭＳＥ、ＡＭＳＥ最小的 ｋ值
最优。由于 ＭＳＥ和 ＡＭＳＥ中尚含有未知参数，
Ｈａｌｌ［１０］、Ｄａｎｉｅｌｓｓｏｎ等［１１］、刘维奇等［１２］先后提出了
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法、ＤａｎｉｅｌｓｓｏｎＢｏｏｔｓｔｒａｐ法、Ｍ－Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
方法来获得最优 ｋ值；刘维奇和邢红卫［１３］提出了 ｋ
的简便优化估计法。

极值指数的估计和应用在金融领域应用较为成

熟和普遍，而在水文学领域应用不多。因此，本文将

极值指数引入降水事件的研究，并以山西省太原站

为例，探讨了极值指数估计及设计值计算在月降水

序列频率分析中的应用。

１ 极值理论基础
设随机变量 Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ服从分布Ｆ，Ｆ（ｘ）＝

Ｐ（Ｘ≤ ｘ），Ｘ１，ｎ≤ Ｘ２，ｎ≤ …Ｘｎ，ｎ为Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ
的次序统计量，Ｆ（ｘ）＝Ｐ（Ｘ＞ｘ）＝１－Ｆ（ｘ）称为
尾分布。对γ∈ Ｒ，若存在常数序列 ａｎ＞０，ｂｎ∈ Ｒ，
使得 Ｘｎ，ｎ收敛于非退化极值分布Ｈγ（ｘ）

［１４］：

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｐ
Ｘｎ，ｎ－ｂｎ
ａｎ ≤( )ｘ→ Ｈγ（ｘ） （１）

Ｈγ（ｘ）＝
ｅｘｐ－（１＋γｘ）－１／( )γ ；１＋γｘ＞０，γ≠０
ｅｘｐ（－ｅ－ｘ） ；γ ＝

{ ０
（２）

则分布 Ｆ∈ Ｆｍｄａ（Ｈγ），ＭＤＡ为最大吸引域
（ｍａｘｉｍｕｍｄｏｍａｉｎｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎ）。γ即为分布Ｆ的极值
指数，可用于描述分布的重尾程度，即给定概率分布

情况下极值事件的极端程度和频繁程度。

１．１ 极值指数γ的估计量及相应极值分位数

极值指数γ的准确估计是拟合分布尾部的关

键，决定着极值事件分位数的估计量理想与否。目

前，国外学者提出了γ的多种估计量，常用的估计量

有Ｈｉｌｌ估计，Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计、Ｍｏｍｅｎｔ估计等。
１．１．１ Ｈｉｌｌ估计［１５］

γ^
Ｈ
ｎ＝

１
ｋ∑

ｋ

ｉ＝１
ｌｇＸｎ－ｉ＋１，ｎ－ｌｇＸｎ－ｋ，ｎ （３）

式中，Ｘ１，ｎ≤Ｘ２，ｎ≤…≤Ｘｎ，ｎ为Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ

的次序统计量，ｋ为所选取的极大次序统计量的个
数。当超过概率 ｐ接近０时，极值分位数为

ｘ^Ｈｋ，ｎ＝Ｘｎ－ｋ
ｋ＋１
（ｎ＋１）( )ｐ

γ^
Ｈ
ｎ

（４）

Ｈｉｌｌ估计容易实现且渐近无偏，在实际中最为
常用，但当分布与Ｐａｒｅｔｏ分布相差较远时会导致Ｈｉｌｌ
估计的偏差较大。

１．１．２ Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计［１６］

γ^
Ｐ
ｎ＝

１
ｌｇ２ｌｇ

Ｘｎ－ｋ＋１，ｎ－Ｘｎ－２ｋ＋１，ｎ
Ｘｎ－２ｋ＋１，ｎ－Ｘｎ－４ｋ＋１，ｎ

， ｋ≤
ｎ
４ （５）

当超过概率 ｐ接近０时，极值分位数为：

ｘ^ｐｋ，ｎ＝Ｘｎ－ｋ＋１，ｎ＋
Ｘｎ－ｋ＋１，ｎ－Ｘｎ－２ｋ＋１，ｎ

１＋２－^γ
ｐ
ｎ

ｋ
（ｎ＋１）( )ｐ

γ^
ｐ
ｎ
－[ ]１ （６）

Ｄｅｋｋｅｒｓ和ＤｅＨａａｎ［１７］指出：ｋ值对Ｐｉｃｋａｎｄｓ估
计量及其相应分位数的影响很大，不适宜用于中小

型样本。Ｄｅｋｋｅｒｓ等［１８］和Ｄｒｅｅｓ［１９］也指出了Ｐｉｃｋａｎｄｓ
估计量的不稳定性。

１．１．３ Ｍｏｍｅｎｔ估计［１８］

γ^
Ｍ
ｋ＋１＝Ｍ（１）ｋ＋１＋１－

１
２ １－

（Ｍ（１）ｋ＋１）２

Ｍ（２）ｋ＋( )
１

－１
，ｋ＝２，…，ｎ－１

（７）
式中，

Ｍ（１）ｋ＋１＝
１
ｋ∑

ｋ

ｉ＝１
（ｌｇＸｎ－ｉ＋１，ｎ－ｌｇＸｎ－ｋ，ｎ）ｌ ｌ＝１，２

（８）
当 ｌ＝１时，Ｍ（１）ｋ＋１即为Ｈｉｌｌ估计量。
用Ｍｏｍｅｎｔ估计量表示的极值分位数为［１７－１８］

ｘ^Ｍｐ，ｋ＋１＝Ｘｎ－ｋ，ｎ＋ａ^Ｍｎ，ｋ＋１

ｋ( )ｎｐ
γ^
Ｍ
ｋ＋１
－１

γ^
Ｍ
ｋ＋１

，ｋ＜ｎ（９）

式中，^ａＭｎ，ｋ＋１＝
Ｘｎ－ｋ，ｎＭ（１）ｋ＋１
ρ１γ^

Ｍ
ｋ＋( )１

；

ρ１（γ）＝
１ γ≥０
１
１－γ γ ＜{ ０

Ｍｏｍｅｎｔ估计量比Ｈｉｌｌ估计量的适用范围更广，
但其估计方差更大，且仅在 Ｐａｒｅｔｏ分布下渐近无
偏［２０］。

１．２ Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ法
刘维奇等［２１］的应用实例表明，Ｓｏｕｓａ［８］提出的

Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ法精度高于 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法和 Ｍ－Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
法。因此，本文选用Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ法确定阈值 ｋ。

Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ法是通过绘制｛（ｋ，Ｓｋ），１≤ ｋ≤ ｎ｝
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曲线并观察其在哪一点偏离直线，从而认为该点对

应的 ｋ值最优。

Ｓｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｉ·（ｌｇＸｉ，ｎ －ｌｇＸｉ＋１，ｎ）＝∑

ｋ

ｉ＝１
（ｌｇＸｉ，ｎ －

ｌｇＸｋ＋１，ｎ） （１０）
式中，Ｘ１，ｎ≥Ｘ２，ｎ≥…≥Ｘｋ＋１，ｎ为次序统计量。

最优 ｋ值对应的图形直线部分斜率即极值指数γ。

２ 应用实例
选取山西省太原站 １９５１年—２０１３年月降水序

列为基础数据，数据来源为中国气象科学数据共享

服务网。

２．１ 分布判别

点绘 ｌｇｎ＋１ｊ ，ｌｇＸｎ－ｊ＋１，( )ｎ 得到的Ｐａｒｅｔｏ分位数
图可用来判断一组数据是否服从重尾分布［２２］。其中

ｎ为样本容量，Ｘ１，ｎ≤Ｘ２，ｎ≤…≤Ｘｎ，ｎ为顺序统计
量，ｊ＝１，…，ｎ。若 Ｐａｒｅｔｏ分位数图中的散点随

ｌｇｎ＋１ｊ 值增大趋于线性，则认为该组数据服从重

尾分布。

图１为太原站月降水序列的 Ｐａｒｅｔｏ分位数图，
其右上角部分近似线性，可认为该序列服从重尾分

布，满足进行极值指数估计的前提条件。

２．２ 不同估计量的性质及阈值 ｋ的确定
分别用 Ｈｉｌｌ估计量、Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计量及 Ｍｏｍｅｎｔ

估计量计算太原站月降水序列的γ并绘制γ－ｋ曲
线（图２）。由图２可知：γＨｉｌｌ－ｋ曲线随ｋ值增大呈
缓慢上升趋势；γＰｉｃｋａｎｄｓ－ｋ曲线随ｋ值增大先波动

后上升；γＭｏｍｅｎｔ－ｋ曲线则能呈现平稳状态。理论
上，γ－ｋ曲线趋于稳定的一点即为阈值ｋ的位置，
但仅靠观察无法准确判断该点位置，主观任意性较

大，故通过绘制 Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ图（图 ３（ａ））辅助判别。
由图３（ａ）可知，随着 ｋ值的增大，Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ图形由
直线渐变为曲线。选取线性部分的 Ｓｋ进行二次作
图（图３（ｂ）），根据（ｋ，Ｓｋ）曲线偏离直线的点的位置
确定最优 ｋ值，并注于图中。

图１ 太原站月降水序列Ｐａｒｅｔｏ分位数图

图２ 太原站月降水序列γ－ｋ曲线

图３ 太原站月降水序列Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ图

２．３ 极值指数估计

用选定的 ｋ值分别估计γＨｉｌｌ、γＰｉｃｋａｎｄｓ、γＭｏｍｅｎｔ，
结果如表１所示。

表１ 太原站极值指数估计量

站名 最优 ｋ值 γＨｉｌｌ γＰｉｃｋａｎｄｓ γＭｏｍｅｎｔ

太原 ３３ ０．２４３５ ０．００７８ ０．００９６
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由表１可以看出，三种估计量的值与正态分布
（γ＝０）相比均存在不同程度的差别：γＨｉｌｌ的估计值
显著偏大，γＰｉｃｋａｎｄｓ和γＭｏｍｅｎｔ的估计值较为接近。根

据引言中关于重尾分布的描述，可以认为太原站的

月降水序列服从重尾分布，与２．１所得结论一致。
２．４ 极值分位数计算及强降水拟合

给定不同的频率，将γ的估计值分别代入式

（４）、式（６）、式（９），即可计算出指定频率下的设计

值。根据极值理论对极值事件风险的度量特性，本

文对降水序列概率分布的研究重点集中在其尾部，

即概率小、降水强度大时设计值与实测值的拟合情

况。故选取太原站月降水序列中概率 ＜２５％的一
段，观察强降水部分的拟合效果。

分别采用 Ｈｉｌｌ估计量、Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计量、Ｍｏｍｅｎｔ
估计量计算太原站月降水序列的理论频率，并绘制

理论频率曲线与经验点据拟合图，如图４所示。

图４ 太原站月降水序列理论频率曲线

比较不同γ估计量计算出的理论频率曲线对

经验点据的拟合情况可知：当频率介于 ２５％和 ５％
之间时，Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计量对应的理论频率曲线对经
验点据的拟合效果最为理想，Ｍｏｍｅｎｔ估计次之，Ｈｉｌｌ
估计相对最不理想；当频率＜５％时，Ｍｏｍｅｎｔ估计量
所得理论频率曲线对样本序列的较大值拟合十分理

想，经验点据几乎全部落在理论曲线上，显著优于

Ｈｉｌｌ估计量和 Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计量。根据极值理论的观
点，可认为在给定频率接近 ０时，采用 Ｍｏｍｅｎｔ估计
量计算出的理论频率曲线对经验点据的描述最为确

切。因此，Ｍｏｍｅｎｔ估计量是估计太原站极值指数及
计算小概率设计值的理想估计量，可用于当地强降

水事件的频率分析。

３ 结 论
本文在介绍极值指数估计理论的基础上，以山

西省太原站的月降水序列为例，用 Ｐａｒｅｔｏ分位数图
对其是否服从重尾分布进行了判别；选用 ３种常用
极值指数估计量计算了序列的极值指数γ；为研究

其尾部特性，选取序列中概率＜２５％的一段，观察并
评价强降水部分的拟合效果。经分析计算得出结

论：

（１）太原站月降水序列服从重尾分布，极值指
数γ可用于描述分布的尾部特性并进一步估算小

概率强降水情况下的设计值。

（２）采用Ｈｉｌｌ估计量、Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计量和Ｍｏｍｅｎｔ
估计量计算极值指数γ均较为简便。Ｓｕｍ－ｐｌｏｔ作
图法确定阈值 ｋ的效果良好，精度较高，但该法需
二次作图及观察，使得阈值选取存在一定主观性，在

后续研究中仍需进一步探索更为精确的方法。

（３）当频率介于２５％和５％时，Ｐｉｃｋａｎｄｓ估计对
月降水序列中强降水段的拟合效果最好，而 Ｈｉｌｌ估
计和Ｍｏｍｅｎｔ估计效果较差；当频率＜５％时，Ｍｏｍｅｎｔ
估计对强降水点据的拟合效果最佳。因此，可认为

Ｍｏｍｅｎｔ估计量是太原站月降水序列极值指数及设
计值计算的理想估计量，且计算简便、精度较高，可

解决常用概率分布无法准确拟合强降水部分的难

题，为当地月降水频率分析及强降水预测工作提供

参考。
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