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摘 要：为评估桩土压缩模量比和置换率对刚性桩复合地基固结的影响，以砂井轴对称固结模型为基

础，采用Ｆｏｕｒｉｅｒ正弦级数和分离变量法，并且考虑扰动区压缩和附加应力沿深度任意分布，推导了径竖
向同时固结条件下复合地基孔压和固结度完整表达式，分析了桩土压缩模量比和置换率对地基固结的

影响，计算结果表明，固结速率随着桩土压缩模量比和置换率增大而加快，当桩体强度较高时，其对固结

影响并不明显；复合地基固结以竖向为主。
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０ 引 言
在刚性桩复合地基设计中必须解决两大问题：

一是承载力问题，二是沉降问题，由于刚性桩复合地

基较其他复合地基形式在承载力和工后沉降有其自

身的优越性，所以在建筑、交通等行业被广泛采用。

现有关于刚性桩复合地基的研究成果颇为丰

硕［１－５］，其成果主要以固结为主，而复合地基的固结

理论是在砂井地基固结理论发展而来。笔者通过研

究发现，现有的刚性桩复合地基固结理论研究中，尚

未发现现有理论能够同时考虑径向和竖向同时固

结，虽然其固结微分方程是径竖向的，但本质上仍是

通过Ｃａｒｒｉｌｏ定理组合得到，Ｃａｒｒｉｌｏ方法的径竖向固
结解答对于附加应力沿深度均匀分布的瞬时加载工

况是适用的［６］，而对于附加应力沿深度变化这一情

况，以及对于粘弹性土体，固结微分方程是非齐次

的，Ｃａｒｒｉｌｏ方法在理论上却并不适用［７－８］。
本文以砂井地基轴对称固结模型为基础，如图



１所示，假定刚性桩桩体为不排水桩且桩 －土接触
面不排水。基于该模型，在 Ｌｅｏ［９］和雷国辉［１０］以及
卢萌萌［５］研究基础上，本文针对瞬时加载工况下刚

性桩复合地基径竖向同时固结这一情况进行理论推

导和分析。

图１ 轴对称固结问题示意图

图中：ｒ和ｚ分别表示径向和竖向坐标；ｒｃ、ｒｅ和
ｒｓ分别表示刚性桩半径（井径）和其有效影响半径以

及扰动区半径。

１ 解答的推导过程
１．１ 本文推导假定

① 土体是均质完全饱和弹性体，土体参数不随

固结过程而发生变化；② 土中孔隙水的流动服从

Ｄａｒｃｙ定律；③ 等竖向应变条件成立；未扰动区、涂
抹区同一深度处土体竖向应变相等；④ 土颗粒和水

都不可压缩；⑤ 桩体与涂抹区交界面处不透水；初

始孔压沿深度变化，即 ｕ０＝ｕ０（ｚ）。
１．２ 超孔隙水压力表达式推导

１．２．１ 未扰动区固结微分方程

采用等竖向假设，未扰动区土体的径竖向固结

微分方程为［５］：

π（ｒ２ｅ－ｒ２ｃ）珋σｓ＋πｒ２ｃ珋σｃ＝πｒ２ｅσ （１）
珋σｓ－珔ｕｓ
Ｅｓ

＝
珋σｃ
Ｅｃ
＝εｖ（ｚ，ｔ）＝εｚ（ｚ，ｔ） （２）

式中：珋σｓ和珋σｃ分别为土体与桩体中的平均总应力，σ
为加载荷载，εｖ（ｚ，ｔ）和εｚ（ｚ，ｔ）分别表示土体的体
积应变和竖向应变，Ｅｓ和Ｅｃ分别表示土体和桩体的
压缩模量，珔ｕｓ为未扰动区土体的平均孔压。

由式（１）可得：
（ｎ２－１）珋σｓ＋珋σｃ＝ｎ２σ （３）

由式（２）可得：

珋σｃ＝
Ｅｃ
Ｅｓ
（珋σｓ－珔ｕｓ） （４）

将式（４）代入式（３）可得：

珋σｓ＝
ｎ２σ＋Ｙ珔ｕｓ
ｎ２－１＋Ｙ

（５）

式中：ｎ＝
ｒｅ
ｒｃ
，可定义为桩径比。

将式（５）代入式（２）得：

εｚ（ｚ，ｔ）＝
珋σｓ－珔ｕｓ
Ｅｓ

＝
ｎ２σ－（ｎ２－１）珔ｕｓ
Ｅｓ（ｎ２－１＋Ｙ）

（６）

考虑瞬时加载，因此上式对时间 ｔ进行求导可
变换为：

εｚ（ｚ，ｔ）
ｔ ＝－ （ｎ２－１）

Ｅｓ（ｎ２－１＋Ｙ）
珔ｕｓ（ｚ，ｔ）
ｔ

（７）

ｋｈ
γｗ

１
ｒ
ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｒ ＋

２ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｒ

[ ]２ ＋
ｋｖ
γｗ
２ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｚ２

＝
εｚ（ｚ，ｔ）
ｔ

， ｒｓ≤ ｒ≤ ｒｅ （８）

式中：ｕ为任意位置和任意时刻未扰动区超静孔隙
水压力；ｋｈ和ｋｖ分别为未扰动区土体水平和竖向渗
透系数，ｒ为竖向排水体中轴的径向距离，ｚ为距地
面的距离，ｔ为消散时间，εｚ为未扰动区内土体竖向
应变，γｗ为水的重度。

为得到式（８）的解答，并满足顶面透水，底部不
透水条件，采用Ｆｏｕｒｉｅｒ正弦级数表示：

ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｕｎ（ｒ，ｔ）ｓｉｎωｎｚ （９）

εｚ（ｚ，ｔ）
ｔ ＝∑

∞

ｎ＝１

εｚｎ（ｔ）
ｔ

ｓｉｎωｎｚ （１０）

式中：ｕｎ（ｒ，ｔ）、εｚｎ（ｔ）为对应的Ｆｏｕｒｉｅｒ系数。
为了求解 ｕｎ（ｒ，ｔ），采用分离变量法，令

ｕｎ（ｒ，ｔ）＝Ａｎ（ｒ）Ｂｎ（ｔ），代入式（９）和式（１０）得：

ｋｈ
γｗ

１
ｒ
Ａｎ（ｒ）
ｒ ＋

２Ａｎ（ｒ）
ｒ[ ]２ ＋

ｋｖ
γｗ
（－ω２ｎ）Ａｎ（ｒ）＝

－ １
Ｂｎ（ｔ）

εｚｎ（ｔ）
ｔ ＝－λｎ （１１）

上式等号左边是关于ｒ的偏微分，右边关于ｔ的偏微
分，则λｎ必为一常数，即：

ｋｈ
γｗ

１
ｒ
Ａｎ（ｒ）
ｒ ＋

２Ａｎ（ｒ）
ｒ[ ]２ ＋

ｋｖ
γｗ
（－ω２ｎ）Ａｎ（ｒ）＝－λｎ

（１１ａ）
１
Ｂｎ（ｔ）

εｚｎ（ｔ）
ｔ ＝λｎ （１１ｂ）
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式（１１）的解答为：
ｕｎ（ｒ，ｔ）＝λｎｎ［ｃ１ｎＩ０（μｎｒ）＋ｃ２ｎＫ０（μｎｒ）＋１］Ｂｎ（ｔ）

（１２）
式中：Ｉ０和 Ｋ０分别为零阶第一类和第二类虚宗量贝
塞尔函数；μ

２
ｎ＝（ｋｖ／ｋｈ）ω２ｎ；ｎ＝γｗ／（ｋｖω２ｎ）；λｎ为

一常数，ｃ１ｎ和ｃ２ｎ为待定常数。
１．２．２ 扰动区固结微分方程

ｋｓｈ
γｗ

１
ｒ
ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｒ ＋

２ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｒ

[ ]２ ＋
ｋｓｖ
γｗ

２ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｚ２

＝
εｚ（ｚ，ｔ）
ｔ

， ｒｃ≤ ｒ≤ ｒｓ （１３）

式中：ｕｓ为任意位置和任意时刻涂抹区超静孔隙水
压力；ｋｓｈ和ｋｓｖ分别表示为涂抹区水平和竖向渗透系
数。

为了得到式（１３）的解答，同时满足顶面透水，
底面不透水，仍采用Ｆｏｕｒｉｅｒ正弦级数表示：

ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｕｓｎ（ｒ，ｔ）ｓｉｎωｎｚ （１４）

式中：ｕｓｎ（ｒ，ｔ）为对应的Ｆｏｕｒｉｅｒ系数。
将式（１４）代入式（１３），并进一步分离变量，令

ｕｓｎ（ｒ，ｔ）＝Ａｓｎ（ｒ）Ｂｎ（ｔ）得：

ｋｓｈ
γｗ

１
ｒ
Ａｓｎ（ｒ）
ｒ ＋

２Ａｓｎ（ｒ）
ｒ[ ]２ ＋

ｋｓｖ
γｗ
（－ω２ｎ）Ａｎ（ｒ）＝

－ １
Ｂｎ（ｔ）

εｚｎ（ｔ）
ｔ ＝－λｎ （１５）

上式的解答为：

ｕｓｎ（ｒ，ｔ）＝λｎｎ ｃ３ｎＩ０（μｓｎｒ）＋ｃ４ｎＫ０（μｓｎｒ）＋
ｓｎ
[ ]
ｎ
Ｂｎ（ｔ）

（１６）
式中：μ

２
ｓｎ ＝（ｋｓｖ／ｋｓｈ）ω２ｎ，ｓｎ ＝γｗ／（ｋｓｖω２ｎ），ｃ３ｎ和

ｃ４ｎ为待定常数。

根据未扰动区和涂抹区交界面处孔压相等，即

ｕｓ（ｒｓ，ｒ，ｔ）＝ｕ（ｒｓ，ｒ，ｔ）得：

［ｃ１ｎＩ０（μｎｒｓ）＋ｃ２ｎＫ０（μｎｒｓ）＋１］

＝ｃ３ｎＩ０（μｓｎｒｓ）＋ｃ４ｎＫ０（μｓｎｒｓ）＋
ｓｎ
ｎ

（１７）

根据未扰动区和涂抹区交界面处流量连续条

件，即：
ｋｓｈ
γｗ

ｕｓ（ｒｓ，ｚ，ｔ）
ｒ ＝

ｋｈ
γｗ

ｕ（ｒｓ，ｚ，ｔ）
ｒ

，

［ｃ１ｎＩ１（μｎｒｓ）－ｃ２ｎＫ１（μｎｒｓ）］＝
ｋｓｖｋｓｈ
ｋｖｋ槡 ｈ
［ｃ３ｎＩ１（μｎｒｓ）－

ｃ４ｎＫ１（μｎｒｓ）］ （１８）

根据刚性桩与涂抹区交界面处不透水条件可

得：

ｕｓ（ｒｃ，ｚ，ｔ）
ｒ ｒ＝ｒｃ

＝０ （１９）

将式（１６）代入式（１９）得：

ｃ３ｎ＝
Ｋ１（μｓｎｒｃ）
Ｉ１（μｓｎｒｃ）

ｃ４ｎ （２０）

令Δ２＝
Ｋ１（μｓｎｒｃ）
Ｉ１（μｓｎｒｃ）

，并联立式（１７）、式（１８）和式（１９）

得：

ｃ１ｎαｎ＋ｃ２ｎβｎ＋１＝０ （２１）

式中：

αｎ＝Ｉ０（μｎｒｓ）－
ｋｈｋｖ
ｋｓｈｋ槡 ｓｖ

Ｉ１（μｎｒｓ）［Δ２Ｉ０（μｓｎｒｓ）＋Ｋ０（μｓｎｒｓ）］
Δ２Ｉ１（μｓｎｒｓ）－Ｋ１（μｓｎｒｓ）

βｎ＝Ｋ０（μｎｒｓ）＋
ｋｈｋｖ
ｋｓｈｋ槡 ｓｖ

Ｋ１（μｎｒｓ）［Δ２Ｉ０（μｓｎｒｓ）＋Ｋ０（μｓｎｒｓ）］
Δ２Ｉ１（μｓｎｒｓ）－Ｋ１（μｓｎｒｓ）

根据单桩影响区域外边界不透水条件：

ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）
ｒ ｒ＝ｒｅ

＝０ （２２）

联立式（１２）得：
ｃ１ｎＩ１（μｎｒｅ）－ｃ２ｎＫ１（μｎｒｅ）＝０ （２３）

ｃ１ｎ＝
Ｋ１（μｎｒｅ）
Δｎ

ｃ２ｎ＝
Ｉ１（μｎｒｅ）
Δ










ｎ

（２４）

式中：Δｎ＝－αｎＫ１（μｎｒｅ）－βｎＩ１（μｎｒｅ）
将式（２０）、式（２３）和式（２４）代入式（１７），化简后

可得：

ｃ４ｎ＝
ｋｓｖｋｈ
ｋｖｋ槡 ｓｈ

ｃ１ｎＩ１（μｎｒｓ）－ｃ２ｎＫ１（μｎｒｓ）
Δ２Ｉ１（μｓｎｒｓ）－Ｋ１（μｓｎｒｓ）

（２５）

１．３ 地基整体平均固结度表达式推导

设任意深度的初始平均孔压为 ｐ０
珔ｕ（ｚ，ｔ＝０）＝

∫
ｒｅ

ｒｓ
ｕ（ｒ，ｚ，ｔ＝０）２πｒｄｒ＋∫

ｒｓ

ｒｃ
ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ＝０）２πｒｄ[ ]ｒ

π（ｒ２ｅ－ｒ２ｃ）

＝ｐ０ （２６）

令珔ｕｓ（ｚ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１

珔ｕｎ（ｔ）ｓｉｎωｎｚ，联立式（９）后代

入式（１１）可得：
珔ｕｎ（ｔ）＝λｎｎ（Ωｎ＋Ωｓｎ）Ｂｎ（ｔ） （２７）

联立式（７）和式（１１ｂ）可得：

－ （ｎ２－１）
Ｅｓ（ｎ２－１＋Ｙ）

珔ｕｎ（ｚ，ｔ）
ｔ ＝λｎＢｎ（ｔ）（２８）

将式（２７）代入式（２８）可得：
Ｂｎ（ｔ）
ｔ ＝－

Ｅｓ（ｎ２－１＋Ｙ）
（ｎ２－１）ｎΩｎ

Ｂｎ（ｔ） （２９）
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式中：

Ωｎ＝１＋ ２ｃ１ｎ［μｎｒｅＩ１（μｎｒｅ）－μｎｒｓＩ１（μｎｒｓ）］{ －

２ｃ２ｎ［μｎｒｅＫ１（μｎｒｅ）－μｎｒｓＫ１（μｎｒｓ }）］
（μｎｒｅ）

２－（μｎｒｓ）[ ]２

Ωｓｎ＝１＋ ２ｃ３ｎ［μｓｎｒｓＩ１（μｓｎｒｓ）－μｓｎｒｃＩ１（μｓｎｒｃ）］{ －

２ｃ４ｎ［μｓｎｒｓＫ１（μｓｎｒｓ）－μｓｎｒｃＫ１（μｓｎｒｃ }）］
（μｓｎｒｅ）

２－（μｓｎｒｃ）[ ]２

上式为一阶线性常微分方程，其通解为：

Ｂｎ（ｔ）＝
ａｎ
λｎｎ

ｅ－βｎｔ （３０）

式中：Ｂｎ＝
Ｅｓ（ｎ２－１＋Ｙ）

（ｎ２－１）ｎ（Ωｎ＋Ωｓｎ）
初始平均孔压可表示为：

ｕ０（ｚ）＝珔ｕ（ｚ，ｔ） ｔ＝０＝

∫
ｒｅ

ｒｓ
［ｃ１ｎＩ０（μｎｒ）＋ｃ２ｎＫ０（μｎｒ）＋１］２πｒｄｒ

＝∑
∞

ｎ＝１
ａｎ
∫
ｒｅ

ｒｓ
ｃ３ｎＩ０（μｓｎｒ）＋ｃ４ｎＫ０（μｓｎｒ）＋

ｓｎ
[ ]
ｎ
２πｒｄｒ

π（ｒ２ｅ－ｒ２ｓ）
ｓｉｎωｎｚ

＝∑
∞

ｎ＝１
ａｎ（Ωｎ＋Ωｓｎ）ｓｉｎωｎｚ （３１）

假定在初始时刻、荷载瞬时施加，单桩影响区域

内上部荷载全部由超孔隙水压力承担，并且由基本

假定可知 ｕ０＝ｐ（ｚ），将此式展开 Ｆｏｕｒｉｅｒ正弦级数
形式可得：

ｕ０＝ｐ（ｚ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｐｎｓｉｎωｎｚ （３２）

其中：Ｐｎ＝
２
ｈ∫
ｈ

０
ｐ（ｚ）ｓｉｎωｎｚｄｚ

联立式（３１）和式（３２）可知：

ａｎ＝
Ｐｎ

Ωｎ＋Ωｓｎ
（３３）

联立式（９）、式（１２）和式（１４）、式（１６）、式（３３）可
得任意时刻任意位置处未扰动区的超静孔隙水压力

表达式：

ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１

Ｐｎ
Ωｎ＋Ωｓｎ

ｅ－βｎｔ［ｃ１ｎＩ０（μｎｒ）＋

ｃ２ｎＫ０（μｎｒ）＋１］ｓｉｎωｎｚ （３４）

ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１

Ｐｎ
Ωｎ＋Ωｓｎ

ｅ－βｎｔ

ｃ３Ｉ０（μｓｎｒ）＋ｃ４ｎＫ０（μｓｎｒ）＋
ｎ
[ ]
ｓｎ
ｓｉｎωｎｚ （３５）

１．４ 地基整体平均固结度

地基的整体平均固结度可以定义为［１０］

Ｕ（Ｔｈ）＝１－
珔ｕｇ（Ｔｈ）
１
ｈ∫
ｈ

０
ｐ（ｚ，ｔ）ｄｚ

（３６）

将式（１４）和式（１６）对径向和竖向积分并除以
体积，可以得到单桩影响区域内地基的整体平均超

静孔隙水压力为：

珔ｕｇ（Ｔｈ）＝

∫
ｈ

０∫
ｒｅ

ｒｓ
ｕ（ｒ，ｚ，ｔ）２πｒｄｒ＋∫

ｒｓ

ｒｗ
ｕｓ（ｒ，ｚ，ｔ）２πｒｄ[ ]ｒｄｚ

π（ｒ２ｅ－ｒ２ｗ）ｈ
（３７）

考虑地基附加球应力沿深度任意分布，将地基

附加球应力表示为如下的一般形式：

ｐ（ｚ，ｔ）＝（ｐａｚ２＋ｐｂｚ＋ｐｃ） （３８）

则式（３６）中

１
ｈ∫
ｈ

０
ｐ（ｚ，ｔ）ｄｚ＝

ｐａ
３ｈ

２＋
ｐｂ
２ｈ＋ｐｃ （３９）

式中：ｐａ、ｐｂ和ｐｃ为描述地基附加球应力分布的系
数。

由式（３２）可得：

ｐｎ＝
２
ｈ∫
ｈ

０
（ｐａｚ２＋ｐｂｚ＋ｐｃ）ｓｉｎωｎｚｄｚ

双面排水即 Ｄ＝１时，

ｐｎ＝
２
ω
３
ｎｈ
［－４ｐａ＋ｐａω２ｎｈ２＋ｐｂω２ｎｈ＋２ｐｃω２ｎ］ （４０）

单面排水即 Ｄ＝２时，

ｐｎ＝
２
ω
３
ｎｈ
［－２ｐａ＋２ｐａωｎｈ（－１）ｎ－１＋ｐｂωｎ（－１）ｎ－１＋

ｐｃω２ｎ］ （４１）

将式（３９）代入式（３６），将式（４０）或式（４１）依次代
入式（３６）和式（３７），则可以得到线性加载工况任意分
布的地基附加球应力下地基的整体平均固结度。

２ 解答的验证
本文参数的选取，ｋｈ＝４×１０－９ｍ／ｓ，ｋｈ／ｋｖ＝

２．０，ｋｓｈ＝ｋｈ／５，ｓ＝０，ｎ＝４，Ｅｓ＝１０００，Ｙ＝１００，ｒｓ＝
ｓ×ｒｗ，ｐ０＝１００ｋＰａ，ｈ＝１５ｍ，Ｄ＝２。
为验证本文所提出解答的准确性，本文选取文

献［５］进行对比，该文作者考虑了扰动区水平渗透系
数变化，因此将文献［５］考虑扰动区水平渗透系数退
化成不变化情况，其余因素完全一样，仅考虑瞬时加

载工况。

由于文献［５］在推导瞬时加载工况下假定涂抹
比 ｓ＝０以及地基内附加应力沿深度不变，得到的
解答能够退化成 Ｔｅｒｚａｇｈｉ一维固结的经典解答。而
本文为了对比，也令 ｓ＝０以及 ｐａ＝ｐｂ＝０已使本文
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考虑因素、加载工况以及计算参数与文献［５］完全一
致。由图２中可以看出，本文解答与卢萌盟解答相
差很小，说明本文解答推导的正确性。

图２ 本文解答与卢萌盟解答［５］对比

３ 计算结果分析
利用所提出的解答，本文对地基固结的一些影

响因素进行了计算分析，基本计算参数为：ｈ＝１０
ｍ，Ｄ＝２，ｒｃ＝０．５ｍ，ｓ＝１，ｎ＝４，ｐｃ＝１００ｋＰａ，ｐｂ＝
－ｐｃ／（２ｈ），ｋｈ＝４×１０－９ｍ／ｓ，ｋｈ／ｋｖ＝２，ｋｖ／ｋｓｖ＝２，
ｋｈ／ｋｓｈ＝５．０，Ｅｓ＝１０００ｋＰａ，Ｙ＝１００。
图３表示附加应力沿深度梯形分布，不同的桩

土压缩模量比对地基固结速率的影响曲线，从图 ３
中可以看出，桩土压缩模量比 Ｙ越大，地基固结速
率越快，即，桩体刚度越大，复合地基固结速率越快。

图３ 桩土压缩模量比对地基固结影响

图４～图 ５表示附加应力沿深度梯形分布，不
同的置换率对复合地基固结影响曲线，定义置换率

ｍ＝ｒｃ／ｒｅ，其中 ｍ＝０为天然地基，即地基中不设置
增强体。从图 ４～图 ５中可以看出，随着置换率 ｍ
增大，单个桩体处理天然地基的范围变大，复合地基

的固结速率越慢，说明当桩体布置越密集，复合地基

固结速率越快，但桩体强度越大，增大面积置换率对

地基固结的影响并不明显。

图６表示未扰动区水平渗透系数 ｋｈ对地基固
结的影响曲线，为了研究未扰动区水平渗透系数对

地基整体平均固结度的影响，这里令未扰动区竖向

渗透系数 ｋｖ不变，从图 ６中可以看出，未扰动区水

平渗透系数 ｋｈ对地基整体平均固结度无影响，这是
由于刚性桩、影响区域外表面以及顶部不透水，地基

内部渗流以竖向渗流为主，复合地基内部以竖向固

结为主。

图４ 不同置换率对固结影响（Ｙ＝１００）

图５ 不同置换率对固结影响（Ｙ＝５００）

图６ 未扰动区水平向渗透系数对固结的影响

４ 结 语
本文推求了刚性桩复合地基径竖向同时固结，

考虑涂抹区土体压缩、附加应力沿深度任意分布的

瞬时加载条件下的固结显示解，通过计算分析得到

对实际工程中刚性桩复合地基工程设计参数提出以

下建议：

（１）桩土压缩模量比越大，复合地基固结速率
越快，实际工程中，宜根据预压期所要求达到的固结

度以及土的压缩模量反推桩的压缩模量，来选用桩

型达到节约成本的目的。 （下转第１６１页）
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