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摘 要：基于最小平方中值法提出了一种改进的方法，即先进行最小平方中值法拟合，再用样本中位数

剔除数据中的粗差，最后用最小平方中值算法拟合椭圆曲线，增强了拟合结果的稳健性。通过高精度的

椭圆拟合，可以计算出每次的变形量，且提出的收敛比例很好地反映了隧道断面某一部分的微变形趋

势。利用新模范马路隧道的监测数据进行了验证。
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０ 引 言
随着我国现代城市轨道交通的迅速发展，城市

轨道的安全保护监测日趋重要。其中隧道的形变是

安全保护内容的关键。地铁隧道在长期运营过程

中，车辆的通行、地面高层建筑以及土层的压力等综

合因素极有可能引起隧道产生形变，这些形变缓慢

而长期的累积是潜在的不安全因素，会造成严重的

安全事故。例如，隧道附近在建大型建筑物深基坑

的开挖施工阶段会造成隧道位移、沉降等变化；隧道

周围土层压力、荷载等变化会某种程度上影响隧道

本身的稳固趋势［１］（包括隧道各种应力的分布以及

隧道管壁周围的整体力学形态）。因此，对地铁隧道

断面进行实时、定期的监测和分析预报，及时反馈其

动态变化的稳定性趋势，根据反馈信息了解地铁隧

道的安全指标，是确保地铁隧道安全通车、运营正常

的重要手段，也是衡量隧道保护监测质量的重要指

标。

１ 拟合算法
为了对隧道变形结果进行合理有效的分析，首

先需要建立一个合适的监测模型即断面模型，然后

对数据进行分析和处理。隧道断面在外部荷载压力

不均匀的影响下，会产生微小的不均匀变形，可看成

是离心率很小的椭圆［２］，通过测量隧道断面上同等

间距均匀分布的大量监测点坐标，利用曲线拟合的

方法得到隧道断面的具体形状及参数，了解隧道的

形变情况，从而对隧道断面健康状况进行及时的诊

断。

１．１ 最小平方中值法（ＬＭｅｄＳ方法）［３］

最小平方中值法是 Ｇ．Ｒｏｔｈ［４］等人在最小二乘
方法的基础上要求残差平方的中值取最小值提出



的，该方法在椭圆拟合的前提下可以表述为代数最

小二乘法，要求满足：

∑
ｍ

ｉ＝１
（ａｘｉ２＋ｂｘｉｙｉ＋ｃｙｉ２＋ｄｘｉ＋ｅｙｉ＋１）２＝ｍｉｎ（１）

而最小平方中值法要求：
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其中ｍｅｄ

１≤ｉ≤ｍ
｛ａｉ｝为｛ａ１，ａ２……，ａｍ｝的中值。

平面二次曲线方程一般可表示为：
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写成矩阵形式：
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其中ｍ＝（ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ，ｆ）Ｔ，ｎｉ＝（ｘ２ｉ，ｘｉｙｉ，ｙ２ｉ，ｘｉ，ｙｉ，１），
Ｆ（ｍ，ｎｉ）是平面上点（ｘｉ，ｙｉ）到曲线Ｆ（ｍ，ｎ）的代数
距离，根据最小二乘原理可以列出误差方程。

在求解的过程中，有可能因为误差等原因导致

求出的参数曲线不是椭圆而是其他曲线，为了保证

拟合结果是椭圆，需对式（３）加一个约束条件：ｂ２－
４ａｃ＝１；

具体计算步骤如下：

（１）在所有待拟合的点中随机的选取五个点
（ｘｊ１，ｙｊ１）……（ｘｊ５，ｙｊ５），ｊ＝１，……，ｍ；利用解线性

方程组的方法解算出一组椭圆系数αｊ＝（ａｊ，ｂｊ，ｃｊ，
ｄｊ，ｅｊ）；

（２）每个待拟合点对参数向量αｊ＝（ａｊ，ｂｊ，ｃｊ，
ｄｊ，ｅｊ）求误差的平方：

Ｄ２ｊ，ｉ＝（ａｊｘ２ｉ＋ｂｊｘｉｙｉ＋ｃｊｙ２ｉ＋ｄｊｘｉ＋ｅｊｘｉ＋１）２ （５）

（３）求误差平方的中值：Ｄ２ｊ＝ｍｅｄＤ２ｊ，ｉ，ｉ＝１，
２，……，ｎ

（４）重复上面（１）～（３）步ｍ次，得到ｍ个中值
Ｄ２１，Ｄ２２，…，Ｄ２ｍ，选取其中最小的一个，其对应的参

数组就是要求的参数［５］，根据经验值，ｍ一般为参与

拟合点数的五分之一，即：ｍ＝ ｎ５。

１．２ 改进的椭圆拟合算法

最小平方中值法是在最小二乘的基础上提出

的，但采用此法拟合出的椭圆无法判定其稳健性，本

文结合最小平方中值法提出了一种改进的拟合算

法，可以很好的判断椭圆拟合的好坏，其计算步骤如

下：

（１）先按照最小平方中值的方法，得到一套最
优系数，并以此系数计算每个点的残差，把所有点的

残差组成一个残差向量［６］；

（２）由于这里的异常值通常多于一个，所以采
用样本中位数检验方法［７］，从残差向量中找到异常

值，然后把产生异常值所对应的粗差点剔除。

其中样本中位数检验法原理如下：

设 ｘ１，ｘ２，………，ｘｎ是 Ｘ的独立同分布样本，而
ｘ（１），ｘ（２），………，ｘ（ｎ）为它的顺序统计量，用样本

中位数 ｍｅｄ｛Ｘｉ｝估计总体中心位置，Ｘ（ｍ）ｍｅｄ｛Ｘｉ｝
和ｍｅｄ｛Ｘｉ｝Ｘ１则为上下两侧极端值与中心位置的差
异，将 Ｘ（ｉ）－ｍｅｄ｛Ｘｉ｝再取中位数作为尺度，得到了
关于异常值检验的检验统计量。

Ｔｍ ＝
Ｘｍ－ｍｅｄ｛Ｘｉ｝

ｍｅｄＸｉ－ｍｅｄ｛Ｘｉ｝
（６）

Ｔｍ ＝
ｍｅｄ｛Ｘｉ｝－Ｘ（１）

ｍｅｄＸｉ－ｍｅｄ｛Ｘｉ｝
（７）

或者

ＤＴｍ ＝
ｍａｘ
１≤ｉ≤ｍ

Ｘｉ－ｍｅｄ｛Ｘｉ｝
ｍｅｄ Ｘｉ－ｍｅｄ｛Ｘｉ｝

（８）

其中

ｍｅｄ｛Ｘｉ｝＝
Ｘ（ｍ＋１） 当 ｎ＝２ｍ＋１时

１
２［Ｘ（ｍ）＋Ｘ（ｍ＋１）］ 当 ｎ＝２ｍ＋２{ 时

（９）
Ｔｍ和Ｔｍ分别是样本中位数检验法的上、下侧

异常值检验统计量，ＤＴｍ是样本中位数检验法的双

侧异常值检验统计量。其中Ｔｍ和Ｔｍ分别用于检验
Ｘ（ｍ）和 Ｘ（１）是否异常值。

此方法的优点是可以利用最小平方中值法找到

一套具有稳健性的拟合系数，然后利用样本中位数

可以找出异常值，剔除异常值后，再利用最小平方中

值法拟合，得到最优拟合效果。

２ 断面点数据的采集、后处理及精度
分析
在需要进行断面、收敛监测的里程点上，使用

带有自动马达的全自动全站仪进行测量，数据的采

集一般采取非接触式［１］的。隧道断面本身的形变非

常小，这决定了测量的高精度要求，因此在测量中常

采取自由设站、分站式测量的方法，要求固定仪器

高、固定步长或角度、固定设站点，每次测量的点位
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一致。为达到此目的，应在墙壁上埋设固定点进行定

向，从而与测站点建立一自由坐标系。隧道断面数据

点的采集通常采用贴反光片或无反射棱镜全站仪进

行测量。

数据的后处理主要是剔除一些明显偏离曲线的

粗差点，这些数据点的偏差是由隧道内管线、照明系

统、电器、螺栓孔洞、螺帽、泥浆、管片缝隙等干扰

物［８］造成的。

２．１ 断面拟合精度

断面拟合的精度可以依据误差理论分析方法中

的标准差来表示：

σｙ＝
∑ｖ２ｉ
ｎ－槡 ３ （１０）

其中 ｖｉ是指残差向量，ｎ为测量点数。

２．２ 椭圆形状误差［９］

椭圆的形状误差计算方法如下：

以最小二乘椭圆的中心为原点，以椭圆的长、短

轴分别为Ｘ、Ｙ轴建立坐标系。测量点ｐｉ（ｘｉ，ｙｉ）偏离
最小二乘椭圆的偏差Δｒｉ为：

Δｒｉ＝ ｘ２ｉ＋ｙ２槡 ｉ－ｒｉ （１１）

ｒｉ＝
ａｂ

ａ２ｓｉｎ２αｉ＋ｂ２ｃｏｓ２α槡 ｉ

（１２）

其中：αｉ＝ｔａｎ－１（ｙｉ／ｘｉ）
椭圆形状误差为：

Δε ＝ｍａｘ｛Δｒｉ，ｉ＝１，２，Ｌ，ｎ｝－
ｍｉｎ｛Δｒｉ，ｉ＝１，２，Ｌ，ｎ｝ （１３）

３ 收敛比例的计算
收敛比例是指通过椭圆中心的直线与隧道断面

两交点形成的线段与隧道内径的差值除以隧道断面

的外径。计算公式如下：

ｌ＝Ｌ－ｒＲ ×１００％ （１４）

式中：ｒ、Ｒ分别是隧道内径、隧道外径；Ｌ为收敛长度。
计算收敛比例是为了了解隧道断面上任意一对

收敛点间隧道的收敛变形情况并反映其变形趋势。

根据采集的数据、拟合的图形计算两点的收敛，是为

了对任一部分隧道断面进行形变分析。判断隧道形

变是因为隧道渗水导致泥沙流失还是因为隧道受其

他外力所致。将采集的数据导入ＡｕｔｏＣＡＤ中进行收
敛计算，可以将圆四分或者八分，取其中任一部分进

行分析，也可以计算收敛比例的变化。此外还可以

用图表分析其变化趋势：利用 ＥＸＣＥＬ计算累计收敛

量、本次收敛、收敛速度与时间的关系的函数图像来

反映整个隧道的变化量。

４ 工程应用实例
为了进一步验证本文提出的算法的可行性、可

靠性以及稳定性，在南京地铁一号线新模范马路站

———玄武湖站隧道区间保护监测中，采集了几期隧

道断面实测数据。该段隧道内径设计为５．５ｍ的标
准圆。按照以上所述的方法进行数据的采集、数据

粗差的剔除，利用 Ｍａｔｌａｂ软件对本文提出的方法进
行椭圆的拟合，并与利用最小平方中值法拟合的结

果进行比较。

４．１ 采集断面数据并进行粗差的剔除

利用徕卡全自动全站仪 ＴＭ３０内置的断面程序
采集监测里程点上的管片断面数据，并把数据投影

到空间平面上面，剔除明显偏离曲线的点，并在７号
点和１２号点加入粗差。数据见表１。

表１ 空间平面内点坐标 单位：



ｍ

序号 Ｘ Ｙ 序号



Ｘ Ｙ

１ －２．０４４ ０．２５７ ９ ０．１９０ ４．８３１

２ －２．４７８ ０．８８４ １０ １．０１６ ４．６７１

３ －２．７２４ １．６３１ １１ １．７５９ ４．２７４

４ －２．７３７ ２．４３４ １２ ２．３４６ ３．９８９

５ －２．５０９ ３．２１６ １３ ２．７２４ ２．９１９

６ －２．０５５ ３．９０４ １４ ２．８６１ ２．０９７

７ －１．４１３ ４．７７９ １５ ２．７１７ １．２８１

８ －０．６４３ ４．７４６ １６ ２．３６０ ０．５６５

４．２ 椭圆的拟合

利用上述数据进行最小平方中值法和改进的最

小平方中值法进行椭圆的拟合，并进行拟合精度、椭

圆形状误差的比较：

（１）最小平方中值法拟合椭圆
拟合出的二次曲线方程为：

７．７９０２４ｘ２－０．７２１３８ｘ＋７．９２４２３ｙ２－３３．７００１ｙ
－０．００２ｘｙ－２５．８８４９＝０ （１５）
（２）改进的最小平方中值法拟合椭圆

① 先进行最小平方中值法拟合得到上述（１）中
的方程；

② 计算样本中位数：

ｍｅｄ｛Ｘ１｝＝－０．６７０６４
判断出７号点和１２号点为异常值；删除７号点

和１２号点后，其它无异常值。

③ 最小平方中值法拟合出的二次椭圆曲线为：

７．２９６４８１ｘ２ －０．７２６１３４ｘ＋７．９７９５０ｙ２ －
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３３．４８０３７ｙ＋０．００２ｘｙ－２３．０８７９＝０ （１６）
上述两种方法二次曲线拟合的精度和椭圆形状

误差见表２。
４．３ 收敛比例的计算及各期的变化表

从表３中可以得出每次收敛相差很小，变化趋
势平缓；每期监测收敛的变化趋势，也可以通过图表

预测下一期收敛值。

表２ 模型拟合精度与形状误差对比表

方法 拟合精度 形状误差

最小平方中值法 ３．８７６３ １．９６１

改进的最小平方中值法 ０．９５８９ １．１１７

表３ 各期水平直径和收敛比例

第一期 第二期 第三期 第四期 第五期 第六期 第七期 第八期

水平直径／ｍ ５．５２２０ ５．５２２８ ５．５２３４ ５．５２３２ ５．５１９８ ５．５１９６ ５．５２１７ ５．５２０２

收敛比例／％ ０．３５ ０．３７ ０．３８ ０．３７ ０．３２ ０．３２ ０．３５ ０．３３

５ 结 语
本文详细介绍了隧道断面收敛测量及后处理的

模型与算法，并通过工程实例验证了算法的可靠性，

实验中一个断面的收敛数据采集耗时很短，达到了

快速、理想的效果。运用多次测量某一断面点的坐

标均值进行拟合计算，每次监测数据代入前面拟合

的曲线方程，可以求出监测点的变化量，具有较高的

精度，可以达到毫米级。本算法简单、易于编程的实

现。通过引入并计算椭圆的拟合形状误差与拟合精

度，可以很好的判断椭圆拟合的好坏。收敛比例的

提出，可以很好的判断断面收敛的变化。此方法在

实际工程中得到广泛的应用，并可以推广到各种隧

道监测中。
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３ 结 语
水资源可持续利用系统是一个复杂的巨型系

统，考虑到水资源可持续利用状态评价过程中存在

的模糊性，本文利用模糊模式识别模型对区域水资

源可持续开发利用程度进行了评价。通过黑河流域

中游地区的实例分析，表明了模糊模式识别方法的

合理性和客观性。
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