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单轴对称工形曲梁稳定承载力计算公式
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摘 要：利用ＡＮＳＹＳ有限元软件对单轴工形曲梁的稳定承载力进行了分析。在总结不同曲梁稳定极限
承载力公式的基础上，通过有限元计算结果进行非线性回归，给出了单轴对称工形曲梁极限承载力计算

公式，并验证了公式的合理性。
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１ 概 述
当前，由于曲梁具有独特的流线型结构以及良

好的受力性能，因此广泛地应用于桥梁工程和建筑

工程。钢曲梁作为钢结构的一种构件，稳定是一个

很突出的问题。曲梁不同于直梁之处在于初始曲率

的存在。但是对于曲梁，其弯曲、扭转、翘曲的几何

方程则是相互耦合的，尤其对于单轴对称截面，平面

内和平面外的平衡方程也是相互耦合的［１］。这些问

题都导致了曲梁稳定理论分析的复杂性，使得求解

曲梁稳定方程的工作十分复杂，无法适于工程的应

用。另外，在国家现行的规范规程中［２］，也没有涉及

曲梁的稳定承载力方面。在常用的设计手册如《钢

结构设计与计算》［３］中，给出一些悬挂吊车轨道的内

力计算表和强度计算公式，而没有稳定的计算公式。

曲梁是比直梁更容易弯扭失稳的构件，其理论研究

有很大的困难，比如用平衡法得到的微分方程大多

是变系数的，求解十分困难，无法直接求解。曲梁研

究的发展状况远不如直梁完善，所以更有必要对其

稳定性进行深入的研究。

２ 单轴对称工形曲梁计算公式
２．１ 本文计算公式的提出

欧洲钢结构协会［４］建议对弹性非弹性稳定取

统一公式：

Ｍ ＝Ｍｐ
ｎ １
１＋珋λ２槡 ｎ （１）

式中：珋λ ＝ Ｍｐ／Ｍ槡 ｃｒ，ｎ为常数，与梁的截面形式、荷
载形式、荷载偏心程度有关以及钢号等因素有关，经

过试验后建议取 ２．５。该公式有很多优点，形式简
单，既通用于弹性和非弹性稳定，又通用于各种荷

载，因此已经被许多欧洲国家采用。不过常数 ｎ该如
何取值，还有不同的看法。目前欧洲各国具体采用的

ｎ值为：德国和挪威取２．５，瑞士取２．２５，法国对轧制



梁取２．０，对焊接梁取１．５。
考虑到曲梁在到达极限荷载前的弹塑性工作，

曲梁的极限承载力应该与截面的临界弯矩 Ｍｃｒ和全
塑性弯矩Ｍｐ有关。具体表达式［５］如下：

Ｍｃｒ＝Ｃ１
π
２ＥＩｙ
ｌ [２ Ｃ２ａ＋Ｃ３βｙ＋

（Ｃ２ａ＋Ｃ３βｙ）
２＋
Ｉω
Ｉｙ
１＋ ＧＪｌ

２

π
２ＥＩ( )槡 ]
ω

（２）

式中：Ｃ１是临界弯矩修正系数，取决于受弯构件上
的荷载的形式。Ｃ２是荷载作用点位置影响系数。Ｃ３
是荷载形式不同时单轴对称截面的修正系数。同时

Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３还与构件端部的约束荷载条件有关。在
《钢结构设计规范》（ＧＢＪ１７－８８）对于简支梁承受跨
中集中荷载的情况，各系数取值为：Ｃ１＝１．３５，Ｃ２＝
０．５５，Ｃ３＝０．４１。

ａ为荷载作用点与剪心之间的距离。为了便于
运算，如果荷载作用点在截面剪心之下，ａ应该取正
值，说明构件屈曲时荷载将使构件减小扭矩作用，因

而可提高临界弯矩，如果荷载作用点在截面剪心之

上，ａ应该取负值，说明构件屈曲时荷载将使构件增
加扭矩作用，因为将降低临界弯矩。βｙ为不对称截

面常数，对于单轴对称Ⅰ形截面，经过研究，其不对

称截面常数可按下列公式计算：

βｙ＝０．４５
Ｉ１－Ｉ２
Ｉｙ
ｈ１－

Ｉ２ｙ
Ｉ２( )
ｘ

（３）

全塑性弯矩 Ｍｐ表达式如下：
Ｍｐ＝Ｚｆｙ＝２ＳＡ／２ｆｙ （４）

式中：Ｚ是截面的塑性抵抗矩。由于截面应力完全达
到屈服点 ｆｙ，中轴把截面等分为二。因此，计算 Ｚ时
先把截面等分为两部分，然后计算半个截面对形心

轴的面积矩 ＳＡ／２，再乘以２。
本节在总结各种曲梁稳定极限承载力公式的基

础上，借鉴欧洲钢结构协会的稳定公式，推出如下公

式：

Ｍｕ＝Ｍｐ（
１

１＋λ２ｎ
）１／ｎ （５）

其中λ ＝ Ｍｐ／Ｍ槡 ｃｒ。Ｍｕ为跨中最大弯矩。为了考虑
曲率对承载力的影响，由于 ｎ在１左右浮动，假定

ｎ＝
Ｃ１＋Ｃ２β
Ｃ３＋Ｃ４β

。

文献［６］针对于两端简支、跨中集中荷载的圆
弧水平曲梁给出了内力表达式：

Ｍｘ＝
ＰＲ
２

ｓｉｎ
ｃｏｓ（β／２）

（６）

Ｍｙ＝
ＰＲ
２

ｃｏｓ
ｃｏｓ（β／２）

－[ ]１ （７）

式中：β为曲梁所对的圆心角，０≤≤β／２。所以当

 ＝β／２时，Ｍｘ取得最大值即Ｍｘ＝
ＰＲ
２ｔａｎ（β／２），经

本文验算用 Ｍｘ＝
ＰＲ
２ｔａｎ（β／２）求得的 Ｍｕ与ＡＮＳＹＳ

求得的值的误差很小。因此本文的承载力公式为：

ＰｕＲ
２ｔａｎ（

β
２）＝Ｍｐ

１

１＋（
Ｍｐ
Ｍｃｒ
）








ｎ

ｎ

（８）

２．２ 计算公式回归

利用ＳＰＳＳ［７］对本文单轴对称工形曲梁的承载
力结果进行非线性回归。

根据式（８）令因变量 ｐｕ＝ｙ，自变量
Ｍｐ

Ｒｔａｎ（β／２）

＝ｘ１，
Ｍｐ
Ｍｃｒ
＝ｘ２，β ＝ｘ３。系数为 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４。

则要进行非线性回归的模型表达式为

ｙ＝ｘ１
１

１＋ｘ２
Ｃ１＋Ｃ２ｘ３
Ｃ３＋Ｃ４ｘ

( )
３

Ｃ３＋Ｃ４ｘ３
Ｃ１＋Ｃ２ｘ３

（９）

２．３ 建模的参数

（１）基本参数
本文的本构关系为理想弹塑性模型，不考虑强

化的影响，工形曲梁采用 ＳＨＥＬＬ１８１单元进行模
拟［８］。所用材料为常见的Ｑ２３５钢，屈服应力 ｆｙ＝２３５
Ｎ／ｍｍ２，弹性模量 Ｅ＝２．０６×１０１１Ｎ／ｍ２，泊松比ν＝
０．３。考虑到材料本模型采用双线性随动强化模型
ＢＫＩＮ，该模型采用等向强化的 Ｍｉｓｅ屈服准则，通常
用于金属塑性的大应变情况，但不宜用于循环加载

时的情况。本文在数值计算中同时考虑了材料非线

性与几何非线性。

（２）边界条件
试件在平面内、外均为简支。只要在水平曲梁两

端截面形心位置的节点处约束竖向位移和侧向位

移，仅在一端施加水平约束即可。平面外简支还要满

足端部截面翘曲自由和绕曲梁轴线方向的转动被限

制。可通过约束端部截面所有节点的侧向位移，这样

端部截面绕曲梁轴切线方向肯定无法转动。不限制

除形心点外的截面上其它点的轴向位移，因而截面

的翘曲变形和绕截面主轴的转动是自由的。

（３）网格划分
模型的网格划分过粗或过密都是不可取的，过

粗的网格划分会影响计算结果的精度，而网格过密

虽然可以提高计算精度但会耗费大量时间。通过变
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化单元尺寸，研究了模型中的单元网格划分，发现单

元尺寸约为１０ｍｍ×１５ｍｍ（宽×长）时可以获得比较
满意的计算结果。试件典型的单元网格划分见图１。

图１ 单元网格划分图

（４）残余应力
经过童根树、许强［６］对曲梁极限承载力分析

后，发现对于小曲率的曲梁来说，热轧型残余应力对

曲梁的承载力影响很小，因此本文未考虑残余应力。

（５）荷载施加方式及几何参数
本模型的荷载施加方式为跨中集中荷载。工形

曲梁对截面翼缘的宽厚比有比较严格的限制，通常

采用窄翼缘截面，因此本文模型采用的是窄翼缘，高

腹板的工形曲梁。上翼缘宽度为 ｂ１，上翼缘厚度为
ｔｗ１，下翼缘宽度为 ｂ２，下翼缘厚度为 ｔｗ２，截面高度

为 ｈ，腹板厚度为 ｔｆ。本文曲梁截面尺寸：ｈ×ｂ１×ｂ２
×ｔｗ１×ｔｗ２×ｔｆ＝３００×１５０×９０×１０×１０×８。
２．４ 计算公式的得出

对表１中极限承载力有限元值进行非线性回归
分析，经过 ＳＰＳＳ的非线性计算，最终算得 Ｃ１ ＝
１．２２５，Ｃ２＝１１．５７２，Ｃ３＝０．７０７，Ｃ４＝１７．２１２。

表１ 极限承载力有限元值

Ｌ／ｍ β／ｒａｄ

０．０２ ０．０６ ０．０８ ０．１０ ０．１４ ０．１６ ０．２０

１．６ ２０５．４６１９９．９８１９２．１７１８７．７１１８０．２５１７７．５１１７１．３２

２．０ １８４．０６１７７．０７１６５．４４１５９．８１１５０．５６１４５．７８１３７．５５

２．８ １３７．７４１２６．４６１１０．３３１０４．２６ ９３．９２ ８９．５９ ８２．６０

３．６ ９３．５８ ８４．００ ７２．４３ ６８．６７ ６１．７４ ５４．８２ ５４．８１

４．４ ６５．６２ ５８．９３ ５１．２２ ４８．４２ ４４．０４ ４２．３２ ３９．３０

５．２ ４８．０８ ４３．６７ ３８．３０ ３４．４４ ３３．４３ ３２．１６ ３０．０７

６．０ ３４．６５ ３１．８１ ２８．２４ ２７．１５ ２４．９８ ２４．２０ ２２．９２

６．８ ２９．１２ ２６．８９ ２４．１６ ２３．１３ ２１．５０ ２０．８９ １９．９８

７．６ ２３．６２ ２２．０３ １９．９０ １９．２０ １７．９７ １７．５１ １６．８１

因此对于跨中承受集中荷载的曲梁的稳定承

载力公式为：

Ｐｕ＝
Ｍｐ

Ｒｔａｎ（β／２）

１

１＋（
Ｍｐ
Ｍｃｒ
）








ｎ

１
ｎ

（１０）

其中，ｎ＝１．２２５＋１１．５７２β０．７０７＋１７．２１２β
。

３ 计算公式验证
表２是单轴对称工形曲梁极限承载力回归值的

计算结果。图２至图４为曲梁的稳定极限承载力与圆
心角的关系曲线。其中 Ｌ为曲梁的长度，β为曲梁的
圆心角。

表２ 极限承载力回归值

Ｌ／ｍ β／ｒａｄ

０．０２ ０．０６ ０．０８ ０．１０ ０．１４ ０．１６ ０．２０

１．６ ２１０．２３２０１．９８１９５．１１１９０．２６１８５．９９１８０．９７１７５．３２

２．０ １８９．０４１８１．５２１７０．６６１６３．７２１５６．８６１５０．３９１４２．６２

２．８ １２４．４９１１４．０４１０２．７２ ９８．７３ ９４．１５ ９２．５１ ９０．０４

３．６ ８３．６８ ７６．２１ ６８．３１ ６５．４７ ６２．３３ ６１．２１ ５９．５３

４．４ ５９．３０ ５４．０３ ４８．４４ ４６．７９ ４４．５５ ４３．７６ ４２．５６

５．２ ４４．２１ ４０．４１ ３６．３３ ３５．１２ ３３．４３ ３２．８０ ３１．８８

６．０ ３２．１８ ２９．５３ ２６．６７ ２５．８１ ２４．６０ ２４．１８ ２３．５１

６．８ ２７．２１ ２５．０８ ２２．７１ ２１．９９ ２０．９８ ２０．６３ ２０．０７

７．６ ２２．１０ ２０．４６ １８．６０ １８．００ １７．２２ １６．９４ １６．４８

由图 ２～图 ４可以看出，有限元值与回归值的
误差不超过１０％。对于小弧长的曲梁，有限元值略
小于回归值。而对于大弧长的曲梁，有限元值大于

回归值，因此建议在运用本文承载力公式时乘上０．８
的折减系数。

图２ Ｌ≤２．８ｍ的曲梁

４ 结 论
通过以上计算结果的对比分析，可以得到以下

结论：
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图３ ３．６ｍ≤Ｌ≤５．２ｍ的曲梁

图４ ６．２ｍ≤Ｌ≤７．２ｍ的曲梁

（１）对于跨度较小的单轴对称曲梁，回归值略
大于有限元值，所以在运用式（１０）计算单轴对称曲
梁的极限承载力时，可乘以 ０．８的折减系数。此公
式可以用来初步估算曲梁的极限承载力。

（２）曲梁的承载力随着跨长的增长而降低，随
着圆心角的增加而变小。

（３）该公式比以往的极限承载力估算公式考虑
的因素更多，其中包括跨长、曲率、圆心角、截面形

式、临界弯矩、全塑性弯矩。
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