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关于库仑土压力公式推导的教学拓展

魏鹏云，刘　坤，朱连勇
（塔里木大学 水利与建筑工程学院，新疆 阿拉尔市 ８４３３００）

摘　要：为了加深学生对库仑土压力公式推导的认识，分别采用摩擦力隐含和显示的极限平衡法及极
限分析法的四种速度模式对库仑主动土压力公式进行推导。通过对比指出几种推导方法获得的公式完

全等价，这是一题多解的教学方式在土力学教学中的应用，在库仑土压力的教学活动中利用多种方法进

行公式推导可以吸引学生的学习兴趣，也可为学生后续进行土压力理论的研究打下基础。
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　　土力学是水利类专业一门重要的专业基础课
程，课程难度较大，为了提高土力学课程的教学质

量，启发学生的创新思维，对土力学的具体教学内

容［１－２］和教学方式开展了研究［３－６］。土压力问题是

土力学研究的经典问题之一，也是土力学教学和学

习中的重点和难点。经典的土压力理论包括朗肯土

压力理论和库仑土压力理论，库仑土压力理论由于

能适用于较为复杂的各种实际边界条件，且在一定

范围内能得出比较满意的结果，因而应用更广

泛［７］。

目前绝大部分土力学教材均采用极限平衡法推

导库仑土压力公式［７－９］，事实上也可以采用极限分

析法和条分法等，如顾慰慈［９］、陈惠发［１０］就采用极

限分析法推导了库仑土压力公式，但是其推导时只

利用了最常用的速度模式，其实还可以采用其他速

度场进行推导，本文将利用四种速度模式进行推导。

卢坤林等［１１］采用斜条分法进行了库仑土压力公式

的推导，但是过程比较复杂。由于现在课时被压缩，

所以在课堂上采用条分法推导库仑土压力公式不现

实，但是利用极限平衡法和极限分析法可以快速地



获得库仑土压力公式。另外，目前的土力学教材采

用极限平衡法进行库仑土压力公式推导时，均采用

隐含墙背与滑动楔体之间摩擦力及不动土体与滑动

楔体之间摩擦力的方法，这对于库仑土压力的初学

者而言完全理解掌握是比较费劲的。而极限分析法

不仅在土压力理论［１２］，还在边坡稳定性分析［１３］及

地基承载力计算［１４］的研究中有广泛应用，所以有必

要在土力学的教学中引入极限分析法，若在土压力、

边坡稳定性及地基承载力的教学中都引入并不现

实，但是利用极限分析法推导库仑土压力公式相对

来说要简单一些，所以可在土压力的教学中引入极

限分析法，可为学生利用极限分析法掌握复杂条件

下土压力理论、边坡稳定性及地基承载力等的研究

打好基础。此外，数值模拟在土力学的科研和教学

中也有非常多的应用，比如涉及土压力的数值模拟

研究［１５－１７］，以及数值模拟在土力学课程及实验教学

中的应用［１８－２０］。本文利用极限平衡法和极限分析

法推导库仑土压力公式也是一题多解的教学方式在

土力学教学中的应用，这种一题多解的教学方式在

不同的课程中有很多应用，比如：高等数学［２１］、材料

力学［２２２３］及结构力学［２４－２５］等。在土压力的教学过

程中引入这种一题多解的教学方式，可以培养学生

的发散思维，提高学生的创新能力，加深学生对库仑

土压力的理解，还可以为学生后续进行土压力理论

的研究积累经验。

本文利用极限平衡法（摩擦力隐含方法和显示

方法）与极限分析法的四种速度模式对经典库仑土

压力公式进行推导，旨在加深学生对库仑土压力、极

限平衡法及极限分析法的理解，为后续进行复杂条

件下土压力的研究打下基础，也是一题多解教学方

式在土力学教学中的实践。

１　库仑主动土压力公式的推导
库仑主动土压力公式的推导是先推导出墙背反

力与潜在滑裂面倾角之间的函数关系式，然后通过

求极值的方法获得库仑主动土压力公式。本文给出

两类推导墙背反力与潜在滑裂面倾角之间函数关系

的方法：极限平衡法和极限分析法。极限平衡法通

过力的平衡方程来进行土压力公式的推导，而极限

分析法是将土体模拟为理想塑性材料，根据外力功

率与塑性变形区的内部能量耗损率相等建立能量方

程进行推导。

由于库仑主动土压力与被动土压力的推导类

似，只不过由于滑动楔体滑动的方向不同从而导致

一些力的方向会发生变化，所以这里只将库仑主动

土压力公式推导进行详细说明。

１．１　极限平衡法
库仑根据作用在滑动楔体上的３个力（滑动楔

体的自重、不动土体对滑动楔体的反力及挡土墙对

滑动楔体的反力）满足力平衡条件获得了库仑土压

力公式。如图１所示。此种推导方法认为是将摩擦
力隐含的推导方法，其中墙背与滑动楔体之间隐含

的摩擦力通过 δ体现，不动土体与滑动楔体之间隐
含的摩擦力通过φ体现。

　　注：Ｅ为挡土墙对滑动楔体的反力；δ为墙背法线的夹角即外摩

擦角（墙背与滑动楔体之间的摩擦角）；Ｒ为不动土体对滑动楔体的

反力；φ为滑动面法线的夹角即内摩擦角。

图１　Ｅ与Ｒ的力分解图

事实上，Ｅ是滑动楔体与挡土墙间挤压的正压
力（墙背对滑动楔体的法向反力）和相应摩擦力的

合力，记墙背的法向反力为 Ｅ′，则墙背上的摩擦力
为Ｅ′ｔａｎδ，而 Ｅ′与 Ｅ′ｔａｎδ相互垂直，那么 Ｅ的方向
必然与墙背法线的夹角为 δ；同理，Ｒ是不动土体与
滑动楔体间挤压的正压力（不动土体对滑动楔体的

法向反力）和相应摩擦力的合力，记不动土体对滑

动楔体的法向反力为 Ｒ′，则滑动面上的摩擦力为
Ｒ′ｔａｎφ，而 Ｒ′与 Ｒ′ｔａｎδ相互垂直，那么 Ｒ的方向必
然与滑动面法线的夹角为 φ。如果利用 Ｅ′、Ｅ′ｔａｎδ、
Ｒ′及Ｒ′ｔａｎφ来进行推导，那么墙背与滑动楔体之间
的摩擦力Ｅ′ｔａｎδ及不动土体与滑动楔体之间的摩
擦力Ｒ′ｔａｎφ是暴露出来的，所以此种推导方法可认
为是摩擦力显示的方法。接下来将分别利用这两种

方法进行推导，以此加深相关人员对库仑土压力的

认识。

１．１．１　摩擦力隐含方法
经典库仑主动土压力计算模型如图２所示。需

要注意的是，当 θ为真正的破裂角 θｃｒ时，Ｅ即为库
仑主动土压力Ｅａ。
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　　注：Ｈ为挡土墙高度、α为墙背倾角、β为墙后填土倾角、θ为潜

在滑裂面倾角、Ｇ为滑动楔体ＡＢＣ的重力。

图２　经典库仑主动土压力计算模型

在图２中，因为ＡＢ＝ Ｈ
ｃｏｓα
，故在三角形ＡＢＣ中

由正弦定理可求得ＢＣ ＝ＡＢ
ｓｉｎ（π２－α＋β）

ｓｉｎ（θ－β）
＝

Ｈｃｏｓ（α－β）
ｃｏｓαｓｉｎ（θ－β）

，进而可得Ｇ的表达式：

Ｇ＝γＳΔＡＢＣ ＝γ
１
２ＡＢ·ＢＣ·ｓｉｎ（

π
２－θ＋α[ ]） ＝

１
２γＨ

２ｃｏｓ（α－β）ｃｏｓ（θ－α）
ｃｏｓ２αｓｉｎ（θ－β）

（１）

（１）几何法
经典库仑土压力计算模型中的滑动楔体 ＡＢＣ

受到Ｅ、Ｇ及Ｒ三个力而平衡，则这三个力必然要形
成闭合的矢量三角形（见图３），进而可以利用矢量
三角形的几何关系进行公式推导，绝大多数教材都

是利用几何法来获得Ｅ与θ的函数关系式。

图３　力的矢量三角形

在图３的矢量三角形中，根据正弦定理得：

　 Ｅ
ｓｉｎ（θ－φ）

＝ Ｇ

ｓｉｎ（π２－θ＋φ＋δ＋α）
（２）

对式（２）进行化简可得Ｅ与θ的函数关系式为：

　　　　　Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）

（３）

（２）解析法
事实上，图２的受力既然能用图３所示力的矢量

三角形求解，那么由理论力学力系平衡的知识可知，

利用力的投影方程也可以进行求解。所以将图２中
的三个力Ｅ、Ｇ及Ｒ分别投影在水平和竖向后得：

∑Ｆｘ ＝０
Ｅｃｏｓ（α＋δ）＝Ｒｃｏｓ（９０°－θ＋φ） （４）

∑Ｆｙ ＝０
Ｅｓｉｎ（α＋δ）＋Ｒｓｉｎ（９０°－θ＋φ）＝Ｇ （５）
联立式（４）和式（５）消去Ｒ可得Ｅ与θ的函数

关系式为：

　 Ｅ＝ Ｇｔａｎ（θ－φ）
ｓｉｎ（α＋δ）ｔａｎ（θ－φ）＋ｃｏｓ（α＋δ）

（６）

将式（６）分子分母乘以 ｃｏｓ（θ－φ），进行三角
函数变换整理便可得到式（３），具体化简过程如下：

Ｅ＝ Ｇｔａｎ（θ－φ）
ｓｉｎ（α＋δ）ｔａｎ（θ－φ）＋ｃｏｓ（α＋δ）

＝ Ｇｔａｎ（θ－φ）ｃｏｓ（θ－φ）
［ｓｉｎ（α＋δ）ｔａｎ（θ－φ）＋ｃｏｓ（α＋δ）］ｃｏｓ（θ－φ）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｓｉｎ（α＋δ）ｓｉｎ（θ－φ）＋ｃｏｓ（α＋δ）ｃｏｓ（θ－φ）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）
当进行复杂条件下的土压力研究时，会出现力

的矢量多边形不易用图形表达的情况，所以此时用

解析法列平衡方程会方便一些。

１．１．２　摩擦力显示方法
图４为摩擦力显示的库仑主动土压力计算模

型，在图４中各参数的物理含义在前面已经介绍，这
里不再赘述。

图４　摩擦力显示的库仑主动土压力计算模型

观察图４发现作用于滑动楔体的力有５个，此时
若利用几何法（矢量多边形法）推导要比解析法复

杂，所以利用解析法将图４中的５个力分别投影在水
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平向和竖向后得：

∑Ｆｘ ＝０
Ｅ′ｃｏｓα＋Ｒｔａｎφｃｏｓθ＝Ｒｓｉｎθ＋Ｅ′ｔａｎδｓｉｎα（７）

∑Ｆｙ ＝０
Ｅ′ｔａｎδｃｏｓα＋Ｅ′ｓｉｎα＋Ｒｃｏｓθ＋Ｒｔａｎφｓｉｎθ＝Ｇ

（８）
联立式（７）和式（８）消去Ｒ可得Ｅ′与θ的函数

关系式为：

Ｅ′＝
Ｇ

ｃｏｓα（ｔａｎδ＋ｔａｎα）＋ｃｏｓα（１－ｔａｎδｔａｎα）（１＋ｔａｎφｔａｎθ）ｔａｎθ－ｔａｎφ
（９）

由于库仑主动土压力是挡墙反力Ｅ的极值而不
是其分量Ｅ′的极值，所以观察图２和图４的计算模
型可知，要想得到与库仑主动土压力完全一样的结

果，只需将式（９）除以ｃｏｓδ即可，见式（１０）。

Ｅ＝ Ｅ′ｃｏｓδ
＝ Ｇ

ｃｏｓδｃｏｓα（ｔａｎδ＋ｔａｎα）＋ｃｏｓδｃｏｓα（１－ｔａｎδｔａｎα）（１＋ｔａｎφｔａｎθ）ｔａｎθ－ｔａｎφ

（１０）

将式（１０）化简后便可得到式（３），具体化简过程如下：

　　　Ｅ＝ Ｇ

ｃｏｓδｃｏｓα（ｔａｎδ＋ｔａｎα）＋ｃｏｓδｃｏｓα（１－ｔａｎδｔａｎα）（１＋ｔａｎφｔａｎθ）ｔａｎθ－ｔａｎφ

＝ Ｇ

（ｃｏｓαｓｉｎδ＋ｓｉｎαｃｏｓδ）＋ｃｏｓδｃｏｓα（１－ｔａｎδｔａｎα）（１＋ｔａｎφｔａｎθ）ｔａｎθ－ｔａｎφ

＝ Ｇ

（ｃｏｓαｓｉｎδ＋ｓｉｎαｃｏｓδ）＋ｃｏｓδｃｏｓα（１－ｔａｎδｔａｎα）ｔａｎ（θ－φ）

＝ Ｇ

ｓｉｎ（α＋δ）＋ｃｏｓδｃｏｓα－ｓｉｎδｓｉｎαｔａｎ（θ－φ）

＝ Ｇ

ｓｉｎ（α＋δ）＋ｃｏｓ（α＋δ）ｔａｎ（θ－φ）

＝ Ｇ
ｓｉｎ（α＋δ）ｓｉｎ（θ－φ）

ｓｉｎ（θ－φ）
＋ｃｏｓ（α＋δ）ｃｏｓ（θ－φ）ｓｉｎ（θ－φ）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｓｉｎ（α＋δ）ｓｉｎ（θ－φ）＋ｃｏｓ（α＋δ）ｃｏｓ（θ－φ）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）

１．２　极限分析法
本文分别采用四种不同的速度模式对库仑主动

土压力计算公式进行推导，推导时可采用１．１．１中
摩擦力隐含的模型，也可以采用１．１．２摩擦力显示
的模型。本文前三种速度场采用摩擦力隐含的模

型，第四种速度场采用摩擦力显示的模型。另外需

注意：功率的下标ｅ表示外力功率，下标 ｉ表示内能
耗散。

１．２．１　模式Ⅰ
参考文献［２６］，可以得到第一种速度模式的计

算模型如图５所示，滑动楔体 ＡＢＣ以速度 ｖ１滑动。
这是最常见的速度模式。

各力做功如下：

Ｇ做功为：
　　　　　　ＷｅＧ＝Ｇｖ１ｓｉｎ（θ－φ） （１１）

图５　模式Ⅰ的库仑主动土压力计算模型

Ｅ做功为：
　　　　ＷｅＥ ＝－Ｅｖ１ｃｏｓ（θ－φ－α－δ） （１２）

由于是无黏性土，所以滑动面ＡＢ上的能量耗散
为０。再由内部的能量耗散与外力的功率相等，即：
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ＷｅＧ＋ＷｅＥ ＝０ （１３）
将式（１１）和式（１２）代入式（１３）得：

Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）

（１４）

对比式（１４）发现与式（３）完全一样。
１．２．２　模式Ⅱ

参考文献［２７－２８］，可以得到第二种速度模式
的计算模型如图６所示。此模式中，相对速度ｖ０，１与
挡土墙背部的夹角为外摩擦角 δ，挡土墙以水平速
度ｖ０运动，滑动楔体ＡＢＣ以速度ｖ１运动，三个速度
的矢量三角形见图７所示。

图６　模式Ⅱ的库仑主动土压力计算模型

图７　模式Ⅱ的速度三角形

由图７可知：

ｖ０ ＝ｖ１
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）
ｃｏｓ（δ＋α）

（１５）

ｖ０，１ ＝ｖ１
ｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（δ＋α）

（１６）

外力所作的功率包括：Ｇ及Ｅ的功率。Ｇ的功率
ＷｅＧ按式（１１）计算。

Ｅ做功为：
ＷｅＧ ＝－Ｅｃｏｓ（δ＋α）ｖ０ （１７）

与模式Ⅰ 一样，由于是无黏性土，所以滑动面
ＣＤ上的能量耗散为０。再由内部的能量耗散与外力
的功率相等，即式（１３），将式（１１）和式（１７）代入式
（１３）整理得：

　 　Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）

ｃｏｓ（δ＋α）ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）ｃｏｓ（δ＋α）

（１８）

将式（１８）化简后便可得到式（３），具体化简过
程如下：

　　　Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）

ｃｏｓ（δ＋α）ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）ｃｏｓ（δ＋α）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）

１．２．３　模式Ⅲ
参考文献［２９－３０］，可以得到第三种速度模式

的计算模型如图８所示。此模式中，相对速度ｖ０，１沿
着墙背向下，挡土墙以水平速度 ｖ０运动，滑动楔体
ＡＢＣ以速度ｖ１运动，三个速度的矢量三角形见图９
所示。

图８　模式Ⅲ的库仑主动土压力计算模型

图９　模式Ⅲ的速度三角形

由图９可知：

ｖ０ ＝ｖ１
ｃｏｓ（θ－φ－α）

ｃｏｓα
（１９）

ｖ０，１ ＝ｖ１
ｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓα

（２０）

外力所作的功率包括：Ｇ的功率 ＷｅＧ按式（１１）
计算；Ｅ的功率ＷｅＥ按式（１７）计算。与模式Ⅰ和Ⅱ
不同，模式Ⅲ的内能耗散不为零，具体计算公式为：

ＷｉＥ ＝Ｅｓｉｎδｖ０，１ （２１）
使内部的能量耗散与外力的功率相等，即：

ＷｅＧ＋ＷｅＥ ＝ＷｉＥ （２２）
将式（１１）、式（１７）和式（２１）代入式（２２）整理

得：
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Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）

ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）ｃｏｓα
＋ｃｏｓ（δ＋α）ｃｏｓ（θ－φ－α）ｃｏｓ[ ]α

（２３）

将式（２３）化简后便可得到式（３），具体化简过程如下：

Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）

ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）ｃｏｓα
＋ｃｏｓ（δ＋α）ｃｏｓ（θ－φ－α）ｃｏｓ[ ]α

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）＋（ｃｏｓδｃｏｓα－ｓｉｎδｓｉｎα）［ｃｏｓ（θ－φ）ｃｏｓα＋ｓｉｎ（θ－φ）ｓｉｎα］

ｃｏｓα

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）＋（ｃｏｓδｃｏｓα－ｓｉｎδｓｉｎα）［ｃｏｓ（θ－φ）ｃｏｓα＋ｓｉｎ（θ－φ）ｓｉｎα］

ｃｏｓα

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）ｃｏｓ２α＋ｃｏｓδｃｏｓ２αｃｏｓ（θ－φ）＋ｃｏｓδｃｏｓαｓｉｎαｓｉｎ（θ－φ）－ｓｉｎδｓｉｎαｃｏｓαｃｏｓ（θ－φ）

ｃｏｓα

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）ｃｏｓα＋ｃｏｓδｃｏｓαｃｏｓ（θ－φ）＋ｃｏｓδｓｉｎαｓｉｎ（θ－φ）－ｓｉｎδｓｉｎαｃｏｓ（θ－φ）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓα［ｓｉｎδｓｉｎ（θ－φ）＋ｃｏｓδｃｏｓ（θ－φ）］＋ｓｉｎα［ｃｏｓδｓｉｎ（θ－φ）－ｓｉｎδｃｏｓ（θ－φ）］

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓαｃｏｓ（θ－φ－δ）＋ｓｉｎαｓｉｎ（θ－φ－δ）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）

１．２．４　模式Ⅳ
对照１．１．２节摩擦力显示方法中各个力的方

向，给出第四种速度模式的计算模型如图１０所示。
此模式中，相对速度 ｖ０，１沿着墙背向下，挡土墙以垂
直墙背的速度 ｖ０运动，滑动楔体 ＡＢＣ以速度 ｖ１运
动，三个速度的矢量三角形见图１１所示。

图１０　模式Ⅲ的库仑主动土压力计算模型

由图１１可知：
ｖ０ ＝ｖ１ｃｏｓ（θ－φ－α） （２４）
ｖ０，１ ＝ｖ１ｓｉｎ（θ－φ－α） （２５）

外力所作的功率包括：Ｇ、Ｅ′与 Ｅ′ｔａｎδ的功率。
其中Ｇ的功率ＷｅＧ按式（１１）计算。

图１１　模式Ⅲ的速度三角形

Ｅ′做功为：
ＷｅＥ′＝－Ｅ′ｖ０ （２６）

Ｅ′ｔａｎδ做功为：
ＷｅＥ′ｔａｎδ＝－Ｅ′ｔａｎδｖ０，１ （２７）

使内部的能量耗散与外力的功率相等，即：

ＷｅＧ＋ＷｅＥ′＋ＷｅＥ′ｔａｎδ＝０ （２８）
整理后得：

Ｅ′＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－α）＋ｔａｎδｓｉｎ（θ－φ－α）

（２９）

与１．１．２节一样，要想得到与库仑主动土压力
完全一样的结果，需将式（２９）除以ｃｏｓδ即为：

Ｅ＝ Ｅ′ｃｏｓδ

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓδｃｏｓ（θ－φ－α）＋ｃｏｓδｔａｎδｓｉｎ（θ－φ－α）

（３０）
将式（３０）化简后便可得到式（３），具体化简过
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程如下：

Ｅ＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓδｃｏｓ（θ－φ－α）＋ｃｏｓδｔａｎδｓｉｎ（θ－φ－α）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓδｃｏｓ（θ－φ－α）＋ｓｉｎδｔａｎδｓｉｎ（θ－φ－α）

＝ Ｇｓｉｎ（θ－φ）
ｃｏｓ（θ－φ－δ－α）

１．３　库仑主动土压力的求解
要想获得库仑主动土压力的解析式，最常见的

作法是先通过Ｅ对θ求极值得到真正的破裂角θｃｒ的
解析式后再代入 Ｅ的表达式，即可得到库仑主动土
压力Ｅａ的表达式，也可通过图解法获得库仑主动土
压力公式。由于破裂角 θｃｒ公式的推导相当繁琐，所
以一般土力学教科书均不作具体推导，而是直接给

出最终的库仑土压力公式，这会对库仑土压力理论

的学习及研究带来困难。

关于θｃｒ解析式可以直接利用式（３）对θ求导获
得，但是此举计算量太大，相关求解可参考文献

［３１］。为了直接求解方便，可以以 ｔａｎθ、ｔａｎ（θ＋φ）
或ｔａｎ（θ＋β）等为变量进行求解［３２］，这要比直接以

θ为变量求解简单一些。另外，也可以借助软件进行
求解，比如文献［３３］利用ｍａｔｌａｂ的符号运算功能给
出了破裂角迄今最简单的表达式，但是其将破裂角

定义为破裂面与竖直方向的夹角，该角度与本文定

义的破裂角互为余角，所以本文以文献［３３］得到的
破裂角为基础给出θｃｒ的解析公式如下：

θ＝π２＋φ－ａｒｃｔａｎ｛ｔａｎ（φ－α）＋ ［ｔａｎ（φ－α）＋ｔａｎ（α＋δ）］·［ｔａｎ（φ－α）＋ｃｏｔ（φ－β槡 ）］｝ （３１）

再将式（３１）代入式（３）后化简整理便可得到经典库仑主动土压力的公式为：

Ｅａ ＝
１
２γＨ

２ ｃｏｓ２（φ－α）

ｃｏｓ２αｃｏｓ（α＋δ）１＋ ｓｉｎ（φ＋δ）ｓｉｎ（φ－β）
ｃｏｓ（α＋δ）ｃｏｓ（α－β槡[ ]

）

２ （３２）

　　事实上，既然１．１节和１．２节已经获得了Ｅ与θ
的表达式，那么对于具体的库仑主动土压力求解问

题时，可以直接利用ｅｘｃｅｌ软件或者ｍａｔｌａｂ软件直接
进行编程计算。

２　库仑被动土压力公式推导

关于库仑被动土压力公式的推导，可以像上述

推导库仑主动土压力的方法获得。但是主动土压力

与被动土压力二者之间可以相互转化得到，以极限

平衡法为例进行简单说明，如图１２所示为库仑被动
土压力计算模型，对比图２所示的库仑主动土压力
计算模型，容易发现 Ｅ与 Ｒ的作用方向发生了变
化，二者与相应面的法线的夹角大小没有变化。所

以要想推导被动土压力 Ｅｐ，可以通过定义 Ｅ与 ＡＢ
面法线夹角及Ｒ与 ＢＣ面法线夹角的正负后，将主
动情况下的 δ和 φ分别变换为 －δ和 －φ并将式
（３２）中根式前的“＋”改为“－”即可得到库仑被动
土压力公式（３３）。

Ｅｐ ＝
１
２γＨ

２·

ｃｏｓ２（φ＋α）

ｃｏｓ２αｃｏｓ（α－δ）１－ ｓｉｎ（φ＋δ）ｓｉｎ（φ＋β）
ｃｏｓ（α－δ）ｃｏｓ（α－β槡[ ]

）

２

（３３）

图１２　经典库仑被动土压力计算模型

３　库仑主动土压力的教学设计
本文给出了库仑主动土压力公式的几种推导方

法，现围绕几种推导方法给出简要教学设计思路如

下：①介绍库仑主动土压力计算的假定；②明确库仑
主动土压力的原理；③介绍极限平衡法的思路；④厘
清摩擦力显示与隐含的含义；⑤介绍极限分析法的
思路；⑥介绍最简单的速度场模式；⑦推广其他速度
场模式；⑧总结各种方法并进行教学反思。

４　结　论
（１）通过摩擦力隐含和显示的极限平衡法及极

限分析法的四种速度模式对库仑主动土压力公式进

行了推导，通过对比发现获得的土压力表达式完全
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一致。

（２）利用多种方法对库仑土压力公式进行推导可
以作为一题多解的教学方式在土力学中的一次应用。

（３）采用一题多解的教学方式是建构主义学习
理论的一种实践应用，可以帮助学生跨越现有的知

识水平，激发学生的创造力，增强自信心，本文采用

多种方法推导库仑主动土压力可以加深学生对库仑

土压力公式推导的理解，也可以提升学生学习土力

学的兴趣。
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