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ＡＢＡＱＵＳ退化的动力无限元单元

邹　烨
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摘　要：针对ＡＢＡＱＵＳ中的三维无限元单元只适用于有限域为六面体单元的情况，提出一种退化无限
元单元，推导该退化无限元单元的等效节点力计算公式，以及对相应的地震动输入方式进行分析。数值

模型试验结果表明：该单元无需进行二次开发即可用于有限域采用四面体单元的情况，能适应更普遍的

模型网格剖分形式。该退化单元具有良好的精度及更好的网格适应性，能广泛用于动力问题的分析。
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ＡＢＡＱＵＳ

　　岩土结构如隧道、高边坡、坝基等的动力稳定性
一直是工程领域所关心的问题［１］，而利用数值方法

进行结构动力问题分析的关键之一就是边界条件的

处理。岩土工程数值模拟过程中常使用人工边界条

件，以实现近场区域与无限外部区域之间波动能量

的交换［２］，让波动自然传至无限域内。

人工边界可分为两种：全局人工边界和局部人

工边界［３］。全局人工边界如边界元法，这类边界满

足了无限域内的所有场方程和物理边界条件，具有

较高的精度；而由于其时空耦联的特性（即某一边

界节点的运动与其他所有边界节点之前各个时刻的

运动有关），计算量与内存需求较大，难以满足大型

工程问题的分析需求；局部人工边界是在一定的近

似条件下导出的人工边界条件，目前常用的粘性边

界、粘弹性边界、透射边界、无限元边界均属于局部

人工边界［４］。局部人工边界具有时空解耦的特性

（即边界上某一点的运动只与相邻边界节点与该节

点上一时刻的运动情况有关），在牺牲一部分精度

的条件下具有节省机时与内存的作用，在许多大型

工程中得到了应用。

无限元是一种几何上趋于无穷的单元［５］，

ＡＢＡＱＵＳ中的无限元单元已有许多相关的研究与应
用［６－１２］。针对三维情况，仅有的八节点、十二节点

与十六节点的六面体三维无限元单元要求有限域与

无限域连接面为四边形，这一要求对于实际工程中

复杂的地质模型比较严苛，因为复杂岩土工程模型

为减小计算成本，获取更好的收敛性，往往采用四面

体单元、六面体无限元单元的使用由此受到了限制。



从这一问题出发，在 ＡＢＡＱＵＳ中三维无限元的基础
上进行改进，提出一种由六面体无限元单元演变而

来的退化无限元单元以适应有限域与无限域交界面

为三角形的情况，推导退化无限元单元的等效节点

应力计算公式，并研究其地震动输入方式。通过建

立有限元－无限元（ＦＥＭＩＮＦ）耦合分析模型进行数
值试验，与理论结果进行对比验证退化无限元单元

的合理性。

１　动力无限元人工边界
１．１　边界阻尼

无限元由 Ｂｅｔｔｅｓｓ和 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ于 １９７７年提
出［１３］，用于解决有限元方法求解无限域问题时的局

限性。ＡＢＡＱＵＳ中的无限元理论参考了 Ｌｙｓｍｅｒ与
Ｋｕｈｌｅｍｅｙｅｒ等的工作，其动力无限元可视为一种黏
性吸收边界［１４］，通过引入边界阻尼ｄ来消除反射。

对于沿Ｚ轴正向传播的波，其运动微分方程
２ｗ
ｔ２

＝ｃ２
２ｗ
ｚ２
的通解［１５］为：

ｗ＝ｆ１（ｚ－ｃｔ）＋ｆ２（ｚ＋ｃｔ） （１）
式中：ｚ为轴向坐标；ｃ为波速；ｔ为时间；ｗ为波动所
引起的边界节点位移，对于任意瞬时 ｔ，ｗ为 ｚ的函
数；ｆ１（ｚ－ｃｔ）、ｆ２（ｚ＋ｃｔ）分别为入射波与反射波位
移方程。阻尼力的大小可以表示为：

σｄ ＝－ｄ
ｗ
ｔ
＝ｄｃ（ｆ１′－ｆ２′） （２）

式中：ｄ为边界阻尼；ｆ１′、ｆ２′分别表示 ｆ１、ｆ２的一阶导
数。

（１）对于Ｐ波：沿Ｚ轴的传播将引起该方向上

的位移ｗ，相应的应变为：ε＝ｗｚ
＝ｆ１′＋ｆ２′，由广义

胡克定律，产生的边界节点应力为：

σ＝２Ｇε＋λθ＝（２Ｇ＋λ）（ｆ１′＋ｆ２′） （３）
式中：Ｇ为传播介质的剪切模量；λ为拉梅常数；θ为
体应变。

由边界节点的平衡条件有σ＝σｄ，即：
（２Ｇ＋λ）（ｆ１′＋ｆ２′）＝ｄｐｃｐ（ｆ１′－ｆ２′） （４）

式中：ｃｐ表示纵波波速，且 ｃｐ ＝
λ＋２Ｇ
槡 ρ

，ρ为介质

密度；为达到消除反射的效果，要求 ｆ２ ＝０，可得法
向阻尼系数：

ｄｐ ＝
２Ｇ＋λ
ｃｐ

＝ρｃｐ （５）

（２）对于Ｓ波：沿 Ｚ轴的传播将引起其垂直方

向上质点的运动，相应的应变为：γ＝ｗｚ
＝ｆ１′＋ｆ２′，

产生的边界节点应力为：

τ＝Ｇγ＝Ｇ（ｆ１′＋ｆ２′） （６）
同样按照‘边界上不产生反射’的要求，可得切

向阻尼系数：

ｄｓ＝
Ｇ
ｃｓ
＝ρｃｓ （７）

式中：ｃｓ为横波波速，且ｃｓ＝
Ｇ
槡ρ

。

１．２　退化的动力无限元单元
ＡＢＡＱＵＳ提供了三种适用于连续实体介质的三

维无限元单元，均为六面体单元，分别为八节点、十

二节点和十八节点三种类型（见图１），单元形状决
定了使用时要求有限元与无限元的交界面为四边

形。对一些模型复杂的实际工程问题，网格划分时常

采用适用性更强、计算规模更低的四面体单元，这时

将不能使用仅提供的三维六面体无限元单元。

图１　三维无限元单元

为解决这一问题，在现有单元的基础上提出了

一种退化的无限元单元。具体做法是，让单元交界面

上的任意一条边上的节点重合而退化成一个点，使

交界面由（曲边）四边形退化成（曲边）三角形。交

界面的退化过程见图２。

图２　交界面的退化过程
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２　退化单元的等效节点力
在ＡＢＡＱＵＳ中输入地震波时，需要采用节点力

时程的地震动输入方式才能保证无限元人工边界的

吸收性能［１６］。ｔ时刻，作用在无限元边界上的 ｉ节点
的等效节点力主要由边界阻尼力 Ｆｄａｍｐｉ 与介质抗力

Ｆｗａｖｅｉ 两部分组成［１７］，即：

Ｆｉ（ｔ）＝Ｆ
ｄａｍｐ
ｉ ＋Ｆｗａｖｅｉ ＝珔Ａｉ［ｄｖｉ（ｔ）＋σｉ（ｔ）］

（８）
式中：ｖｉ（ｔ）为ｔ时刻节点的速度；σｉ（ｔ）为ｔ时刻介质
的抵抗应力，可由胡克定律进行计算；珔Ａｉ为节点ｉ的
影响面积。

２．１　等效节点力的计算
以地震波从底部垂直入射的情况为例，见图３。

图３　等效节点力计算

（１）在Ｐ波作用下，假设输入波的速度时程为
Ｖｐ（ｔ）。

对底部边界，法向阻尼力为：Ｆｄａｍｐ－ｎｐ－ｉ底 ＝珔Ａｉｄｐｃｐｆ１′
＝珔ＡｉｄｐＶｐ（ｔ），法向介质抗力为：Ｆ

ｗａｖｅ－ｎ
ｐ－ｉ底 ＝珔Ａｉ（２Ｇ＋

λ）ｆ１′＝珔ＡｉρｃｐＶｐ（ｔ）；底边界上各节点（除与各侧面的
交点外）无切向运动，即切向阻尼力 Ｆｄａｍｐ－τｐ－ｉ底 ＝０；切
向介质抗力Ｆｗａｖｅ－τｐ－ｉ底 ＝０，因此，底部边界法向与切向
的等效节点力分别为：

Ｆｎｐ－ｉ底 ＝Ｆ
ｄａｍｐ－ｎ
ｐ－ｉ底 ＋Ｆｗａｖｅ－ｎｐ－ｉ底 ＝２珔ＡｉｄｐＶｐ（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ底 ＝０

（９）
对左侧边界，法向阻尼力为Ｆｄａｍｐ－ｎｐ－ｉ左 ＝０，法向介

质抗力为Ｆｗａｖｅ－ｎｐ－ｉ左 ＝珔Ａｉλｆ１′＝珔Ａｉ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ），切向阻尼

力为Ｆｄａｍｐ－τｐ－ｉ左 ＝珔ＡｉｄｓＶｐ－２（ｔ），切向介质抗力为 Ｆ
ｗａｖｅ－τ
ｐ－ｉ左

＝０，因此，左侧边界法向与切向的等效节点力分别
为：

Ｆｎｐ－ｉ左 ＝珔Ａｉ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ左 ＝珔ＡｉｄｓＶｐ－２（ｔ） （１０）

由对称性，右侧、前侧、后侧边界的法向与切向

等效节点力分别为式（１１）、式（１２）、式（１３）：

Ｆｎｐ－ｉ右 ＝－珔Ａｉ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ右 ＝珔ＡｉｄｓＶｐ－２（ｔ）

（１１）

Ｆｎｐ－ｉ前 ＝珔Ａｉ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ前 ＝珔ＡｉｄｓＶｐ－２（ｔ）

（１２）

Ｆｎｐ－ｉ后 ＝－珔Ａｉ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ后 ＝珔ＡｉｄｓＶｐ－２（ｔ）

（１３）
（２）在Ｓ波作用下，假设输入波的速度时程为

Ｖｓ（ｔ）。
对底部边界，法向阻尼力与法向介质抗力均为

０，即：Ｆｄａｍｐ－ｎｓ－ｉ底 ＝０；Ｆｗａｖｅ－ｎｓ－ｉ底 ＝０，切向阻尼力为：Ｆｄａｍｐ－τｓ－ｉ底

＝珔ＡｉｄｓＶｓ（ｔ）；切向介质抗力为：Ｆ
ｗａｖｅ－τ
ｓ－ｉ底 ＝珔ＡｉρｃｓＶｓ（ｔ），

因此：

Ｆｎｓ－ｉ底 ＝０；Ｆτｓ－ｉ底 ＝２珔ＡｉｄｓＶｓ（ｔ） （１４）
对左侧边界，法向阻尼力Ｆｄａｍｐ－ｎｓ－ｉ左 ＝珔ＡｉｄｐＶｓ－１（ｔ）；

法向介质抗力 Ｆｗａｖｅ－ｎｓ－ｉ左 ＝０，切向阻尼力 Ｆｄａｍｐ－τｓ－ｉ左 ＝
珔ＡｉｄｓＶｓ－１（ｔ）；切向介质抗力Ｆ

ｗａｖｅ－τ
ｓ－ｉ左 ＝０，因此：

Ｆｎｓ－ｉ左 ＝珔ＡｉｄｐＶｓ－１（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ左 ＝珔ＡｉｄｓＶｓ－１（ｔ）（１５）
由反对称条件，右侧边界：

Ｆｎｓ－ｉ右 ＝珔ＡｉｄｐＶｓ－１（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ右 ＝－珔ＡｉｄｓＶｓ－１（ｔ）

（１６）
前侧边界：法向阻尼力Ｆｄａｍｐ－ｎｓ－ｉ前 ＝０；法向介质抗

力Ｆｗａｖｅ－ｎｓ－ｉ前 ＝０；切向阻尼力Ｆｄａｍｐ－τｓ－ｉ前 ＝珔ＡｉｄｓＶｓ－１（ｔ）；切
向介质抗力Ｆｗａｖｅ－τｓ－ｉ前 ＝０；因此：

Ｆｎｓ－ｉ前 ＝０；Ｆτｓ－ｉ前 ＝珔ＡｉｄｓＶｓ－１（ｔ） （１７）
由对称条件，后侧边界：

Ｆｎｓ－ｉ后 ＝０；Ｆτｓ－ｉ后 ＝珔ＡｉｄｓＶｓ－１（ｔ） （１８）
各节点力的方向见图３。
上列各式中，Ｖｐ－１（ｔ）、Ｖｐ－２（ｔ）、Ｖｓ－１（ｔ）、Ｖｓ－２（ｔ）

为相应节点在ｔ时刻的振动速度，需要由入射波时
程与反射波时程在计入对应的延时后叠加求得。其

中：

Ｖｐ－１（ｔ）＝Ｖｐ ｔ－
ｌ
ｃ( )
ｐ
－Ｖｐ ｔ－

２Ｌ－ｌ
ｃ( )
ｐ

Ｖｐ－２（ｔ）＝Ｖｐ ｔ－
ｌ
ｃ( )
ｐ
＋Ｖｐ ｔ－

２Ｌ－ｌ
ｃ( )
ｐ

Ｖｓ－１（ｔ）＝Ｖｓ ｔ－
ｌ
ｃ( )
ｓ
＋Ｖｓ ｔ－

２Ｌ－ｌ
ｃ( )
ｓ

Ｖｓ－２（ｔ）＝Ｖｓ ｔ－
ｌ
ｃ( )
ｓ
－Ｖｓ ｔ－

２Ｌ－ｌ
ｃ( )

















ｓ

（１９）

式中：Ｌ为底面至顶面的距离，ｌ为节点到底面的距
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离；当顶面非平面时，Ｌ取节点 ｉ在底面与顶面投影
点之间的距离。

２．２　退化单元的等效节点力
退化单元等效节点力的计算原理与２．１节所示

一样，在计算因退化而重合的节点的等效力时，把这

些点仍然看成单独的点。以退化的八节点三维无限

元单元为例，如图４所示。
重合点的影响面积为：

珔Ａｉ＝
１
２∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｋ （２０）

非重合点的影响面积为：

珔Ａｉ＝
１
４∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｋ （２１）

式中：ｎ为受节点ｉ影响的单元的个数；Ａｋ为单元的
面积。

各边界上的等效节点力计算公式见表１。

表１　退化单元等效节点力计算公式

位置 等效节点力

底部 Ｆｎｐ－ｉ底 ＝
２
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｐＶｐ（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ底 ＝

２
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｓ（ｔ）

左侧 Ｆｎｐ－ｉ左 ＝
１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｋ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ左 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｐ－２（ｔ）；Ｆｎｓ－ｉ左 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｐＶｓ－１（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ左 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｓ－１（ｔ）

右侧 Ｆｎｐ－ｉ右 ＝－
１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｋ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ右 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｐ－２（ｔ）；Ｆｎｓ－ｉ右 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｐＶｓ－１（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ右 ＝－

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｓ－１（ｔ）

前侧 Ｆｎｐ－ｉ前 ＝
１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｋ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ前 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｐ－２（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ前 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｓ－１（ｔ）

后侧 Ｆｎｐ－ｉ后 ＝－
１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
Ａｋ
λ
ｃｐ
Ｖｐ－１（ｔ）；Ｆτｐ－ｉ后 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｐ－２（ｔ）；Ｆτｓ－ｉ后 ＝

１
ｑ∑

ｎ

ｋ＝１
ＡｋｄｓＶｓ－１（ｔ）

　　当节点为重合点时，ｑ＝２；当节点不是重合点
时，ｑ＝４。

图４　单元的转换

３　算例验证
为说明退化三维动力无限元单元的合理性，下

面用数值试验加以验证。建立两个１００×１００×１００
的立方块，将这两个立方块分别划分为八节点六面

体模型（Ｃ３Ｄ８）与四节点四面体模型（Ｃ３Ｄ４），以分
别模拟无限域采用常规三维无限元单元与退化无限

元单元的情况。立方块体模型除顶面外，其余５个面
均采用无限元边界，无限元边界分别采用常规的八节

点无限元单元与退化的八节点无限元单元。图５为
有限元区域划分为六面体单元 Ｃ３Ｄ８时的 ＦＥＭＩＮＦ
耦合模型；图６为有限元区域划分四面体单元Ｃ３Ｄ４
时的ＦＥＭＩＮＦ耦合模型。边界上的节点一般较多，
等效节点力的计算与输入要通过自编程序实现。

图５　有限域为六面体单元时的ＦＥＭＩＮＦ耦合模型
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　　以Ｐ波的形式从模型底部边界垂直输入图７所
示的波形，这是一个峰值加速度为 ４ｍ／ｓ２的单峰
波，其加速度为：

Ａ＝４ｅ－３０π（ｔ－０．５）２ （２２）
模型的介质材料参数设置为：弹性模量 Ｅ＝５０

ＭＰａ，泊松比ν＝０．３；重度γ＝２５ｋＮ／ｍ３。模型除受

重力与地震力作用外，无其他形式的力作用。

根据波速的计算公式，可得纵波波速为：ｃｐ＝
１６４．０８ｍ／ｓ；横波波速为：ｃｓ＝８７．７１ｍ／ｓ。因此，Ｐ
波从模型底面传播至顶面的时间延迟约为０．６１ｓ，Ｓ
波从模型底面传播至顶面的时间延迟约为１．１４ｓ。

图６　有限域为四面体单元时的ＦＥＭＩＮＦ耦合模型

图７　入射波波形

考虑Ｐ波从底面垂直入射的情况，算例的计算
结果见图８（ａ）。若不计立方块体材料介质的阻尼，
按照理论计算的结果，Ｐ波从立方块体底部入射后，
经过一定的时间延迟后到达顶面，由于这是一个与

空气的界面，因此，Ｐ波将会在顶面发生反射，入射
波与反射波叠加会在顶面出现一个２倍的放大效
应，即顶面Ｐ波反射加速度的理论解为：

Ａｐ－顶 ＝８ｅ
－３０π（ｔ－１．１１）２ （２３）

反射波在此传回地面后，在无限元边界的作用

下，不再发生反射，传向了无穷远处，这也就是人工

边界条件的作用，避免了波动多次反射现象的发生。

从图８（ａ）可以看出，ＡＢＡＱＵＳ中的常规三维无限元
单元在动力分析中取得了与理论解几乎一致的效果，

而采用退化的三维无限元单元，虽在后续有小幅的波

动响应，但其结果与理论解仍具有很好的吻合度。

Ｓ波从底部垂直入射的情况采用与 Ｐ波入射时
类似的方式进行。顶面 Ｓ波反射加速度的理论解
为：

Ａｓ－顶 ＝８ｅ
－３０π（ｔ－１．６４）２ （２４）

算例验证结果见图８（ｂ）。从图可以看出，采用
常规无限元单元与退化无限元单元对地震波均具有

良好的吸收效果；采用退化无限元单元虽精度要求

略低于常规无限元单元，当反射波离开顶面后，有小

幅的波动现象发生，但很快趋于稳定，能基本满足动

力计算上的要求。

图８　加速度响应
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４　结　论
在ＡＢＡＱＵＳ中无限元单元的基础上，提出了一

种退化无限元单元，并利用数值试验进行验证，可以

得到以下结论：

（１）退化无限元单元能使有限域与无限域之间
的交界面由四边形退化为三角形，对有限域为四面

体单元的情况也能较好适用，提升了三维无限元单

元对主体网格剖分方式的适应能力，且无需进行二

次开发，方便工程应用。

（２）退化单元数值模拟结果与理论解吻合良
好，表明退化单元具有较好的精度，研究内容为构建

复杂的 ＦＥＭ－ＩＮＦ耦合分析模型提供了便利，可应
用于工程动力问题的分析。

（３）ＡＢＡＱＵＳ中采用动力无限元边界条件时，
需要将地震动以等效节点力的形式进行输入。边界

节点较多时，需要通过编程实现等效节点力的自动

施加。

值得指出的是，研究内容虽然采用 ＡＢＡＱＵＳ进
行，但其中单元退化过程的处理方法对其他类似问

题仍具有较好的参考意义。
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