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摘　要：仿真混凝土是动力模型试验常用的材料，准确地测定其动态弹性模量对模型设计、数值分析等

意义重大。在以往的研究中通常采用悬臂梁法测定仿真混凝土的动弹性模量，但该方法没有规范作为

支撑，其准确性与适用性存疑。在传统的测定方法的基础上考虑了对经典梁模型的修正和基座变形导

致的非完全固支效应的影响，以规范中的自由梁法测定的动弹性模量为基准值，对基于悬臂梁法测定仿

真混凝土动弹模的适用性进行了研究。结果表明：试验结果与理论及数值分析的结果之间仍存在一定

的差异；试验测得的１阶共振频率低于数值分析的结果，且差值随着试件长高比或长细比增大而减小；

试验测得的２阶和３阶的共振频率则均高于数值分析结果。因此，通过悬臂梁法准确地测定仿真混凝

土的动态弹性模量试件长高比则至少为７（长细比为２４．２）。
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　　在大坝等大型水工结构的动力模型试验中，模
型与原型的比尺通常高达几十分之一到几百分之

一，为了使模型结构能够满足全过程结构模型动力

相似的试验要求，模型材料须具有较低的弹性模量

和合适的密度，且脆性和断裂特性应与原型材料相

近。经过多年的发展，逐渐出现了一种以水泥、重晶

砂、重晶石粉、矿石粉、速凝剂等材料配合产生的混

凝土仿真材料，称作仿真混凝土［１］。仿真混凝土材

料与普通混凝土的动态拉伸性能相似［２］，但比后者

具有更高的密度、更低的弹性模量和抗拉、抗压强

度。

在结构动力模型试验的设计阶段，掌握模型材

料的动态弹性模量至关重要。这一方面是因为原型

和模型材料的动弹模之间的比尺对确定其相似关系

非常关键，是决定模型设计最终结果的要素之一；另

一方面对于模型试验中诸如数值仿真等其它工作，

动弹模也是必要的信息之一。

混凝土材料动弹模的测定通常通过超声脉冲法

和共振法等非破坏性试验方法实现。仿真混凝土散

料较为干松，振捣后表面易形成气孔。超声脉冲法

对试件表面的平整度有较为严格的要求，因此这种

方法对仿真混凝土并不适用。共振法按照支承方式

的不同分为自由梁共振法和悬臂梁共振法。自由梁

法有成熟的规范作为依据［３－６］，因此在普通混凝土

动弹模测定中有较好的应用。然而自由梁法不适用

于仿真混凝土材料动弹模的测定，因为这种材料强

度较低且密度较大，在测定过程中的移动、敲击可能

在较大的自重影响下，导致试件表面的损坏和整体

断裂。在这种情况下，通过悬臂梁法测定仿真混凝

土材料的动弹性模量是较为可行的方案。

悬臂梁法在木材、金属等韧性较好的材料的动

弹性模量测量中均有较广的应用［７－９］，也有学者将

其应用于混凝土材料动弹模的测量中［１０－１１］。文献

［１２－１５］将仿真混凝土试件与普通混凝土基座浇
筑实现了悬臂梁，并使用悬臂梁法测定了仿真混凝

土的动弹性模量。然而悬臂梁法没有统一的规范作

为依据，通过该方法测量仿真混凝土的动弹性模量

的准确性和适用性仍然存疑。

本文将通过自由梁法测得的仿真混凝土动弹模

结果作为基准值，对仿真混凝土悬臂梁的弯曲共振

进行了分析。通过对比自由梁、悬臂梁试验数据和

数值模拟数据得到了规律性的结果，并在悬臂梁试

验中基于铁木辛柯梁与欧拉－伯努利梁的模型差异
和非完全固支效应的影响，对其结果进行了修正，提

高了计算结果的准确性。

１　试验设计
１．１　试件制备

在自由梁试验中，本文参考规范 ＡＳＴＭＣ２１５—
１９［６］，制备尺寸为１００ｍｍ×１００ｍｍ×４００ｍｍ的仿
真混凝土标准试件，通过自由梁的冲击共振法测量

动态弹性模量 Ｅｄ和动态剪切刚度模量 Ｇｄ，并将其
作为参考值和数值模拟的预设参数。在悬臂梁试验

中，为了研究悬臂梁法测量仿真混凝土材料动弹性

模量的实用性，探讨试件尺寸对测量结果的影响，试

验设计了３组悬臂梁试件、１组自由梁，共４个工况
分组，如表 １所示。

表１　自由梁、悬臂梁试验工况设置

试验

类型

工况

组别

截面尺寸／ｍｍ
（ｂ×ｈ） 试件长度／ｍｍ 冲击方向

悬臂梁

试验

自由梁

试验

Ｃ１ １００×１００ ４００ ６００ ８００ ｙ向

Ｃ２ ５０×５０ ２００ ３００ ４００ ｙ向

Ｃ３－ｂ １００×５０ ２００ ３００ ４００ ｙ向

Ｃ３－ｈ １００×５０ ２００ ３００ ４００ ｘ向

Ｆ １００×１００ ４００ ４００ ４００ —

　　在普通混凝土基座上预留了深度为２００ｍｍ的
槽，浇筑仿真混凝土以形成悬臂梁，如图１所示。

仿真混凝土材料由重晶砂、重晶石粉、矿石粉、

水泥、水和外加剂按照表 ２的配比配制。其中，重
晶砂的粒径范围为１．０ｍｍ～２．５ｍｍ，重晶石粉的
粒径范围为０．０ｍｍ～０．６ｍｍ，矿石粉为３２５目石灰
石粉，水泥为Ｐ．Ｃ４２．５复合硅酸盐水泥。试件自浇
筑后在模具中养护２４ｈ后拆模，并继续在平均温度
１０℃、平均湿度６０％的空气中养护２４ｈ。制备的仿
真混凝土试件密度为２９５０ｋｇ／ｍ３。

表２　仿真混凝土材料配比

组分
重晶

石砂

重晶

石粉
矿石粉 水泥 水

质量

比例／％ ４６．５ ３３．５ １０．５ ２．０ ７．５

　　注：另外添加水泥质量的０．２％的外加剂。

１．２　试验方案
１．２．１　自由梁试验

自由梁试验过程参考美国规范 ＡＳＴＭＣ２１５—
１９中的冲击共振法，弯曲共振试验的流程为：（１）
将尺寸ｂ×ｈ×ｌ为１００ｍｍ×１００ｍｍ×４００ｍｍ的标
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准试件在下表面的０．２２４ｌ和０．７７６ｌ处（１阶弯曲共
振节点）支承；（２）在上表面距离一端５ｍｍ处固定
加速度传感器，拾振方向与弯曲共振方向一致，并将

传感器、采集盒、电脑连接并保证测量系统处于工作

状态；（３）敲击试件上表面中部，激起其１阶弯曲
共振模态，采集振动的加速度时程。

扭转共振试验的流程为：（１）在标准试件底部，
沿横向的中心位置（１阶扭转共振节点）固定试件；
（２）在距离试件一端０．２２４ｌ长，距离上表面 ｈ／６处
固定加速度传感器，并将传感器、采集盒、电脑连接

并保证测量系统处于工作状态；（３）在距离试件另
一端０．１３±０．０１ｌ，距离底面 ｈ／６处敲击试件，激起
其１阶扭转振动模态，并采集振动的加速度时程。
１．２．２　悬臂梁试验

悬臂梁法测点布设示意图如图２所示。悬臂梁
试验的流程为：（１）在从固定端到自由端长度分别
为０．５ｌ、０．７ｌ处和距自由端５ｍｍ处（分别为２阶、３
阶和１阶横振的振幅较大处）固定加速度传感器；
（２）将传感器、采集盒、电脑连接并保证测试系统处
于工作状态；（３）分别使用木槌敲击试件的０．５ｌ、
０．７ｌ和距自由端５ｍｍ处，激起试件前三阶弯曲振动
模态。

图１　悬臂梁试件

图２　悬臂梁法测点布设示意图

１．３　数据处理
基于欧拉－伯努利（Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）梁的振动

微分方程，有悬臂条件下动弹性模量的计算公式：

Ｅｄ ＝
（２πｆｎ，Ｅ－Ｂ）

２珚ｍｌ４

（βｎｌ）
４Ｉ

（１）

式中：Ｅｄ是动弹性模量，Ｐａ；ｆｎ，Ｅ－Ｂ是第ｎ阶的欧拉 －
伯努利线频率，Ｈｚ；珚ｍ是材料的线密度，ｋｇ／ｍ；ｌ是试
件的悬臂长度，ｍ；βｎｌ是第ｎ阶的频率系数，由频率
方程ｃｏｓβｌ·ｃｏｓｈβｌ＋１＝０通过图解法解得。

欧拉 －伯努利梁模型过于理想化，忽略了剪切
变形和转动惯量的影响，因此式（１）仅适用于细长
梁［８，１６－１７］，对于短而粗的梁或高阶模态，该公式会

带来相当大的误差［１７］。美籍俄裔科学家铁木辛柯

于１９２１年［１９］提出了考虑了剪切变形和转动惯量的

铁木辛柯梁模型。Ｓｕｔｈｅｒｌａｎｄ等［２０］基于铁木辛柯梁

振动微分方程提出了关于欧拉－伯努利梁的频率系
数βｎｌ的修正系数 Ｄｎ，该修正系数是细长比 ｒ／Ｌ、弹
性模量和剪切模量比 Ｅ／λＧ和模态阶数 ｎ的函数，
其中λ是切变系数，对于矩形截面取５／６。

通过式（２）便可计算频率修正系数和修正的
频率：

ｆｎ，Ｔｉｍ ＝Ｃｎ，ｆ·ｆｎ，Ｅ－Ｂ ＝
Ｄｎ
βｎ

( )ｌ
２

ｆｎ，Ｅ－Ｂ （２）

式中：ｆｎ，Ｔｉｍ，ｆｎ，Ｅ－Ｂ，Ｃｎ，ｆ分别为第ｎ阶的铁木辛柯梁频
率，欧拉 －伯努利梁频率和频率修正系数。

由试验测得的悬臂梁固有频率ｆｅ和数值模拟的
结果ｆｓ都更接近于铁木辛柯梁频率ｆＴｉｍ，因此通过试
验测得悬臂梁弯曲振动的固有频率ｆｅ后便可以通过
式（３）计算修正后的动弹性模量。

Ｅｄ ＝
（２πｆｎ，ｅ／Ｃｎ，ｆ）

２珚ｍｌ４

（βｎｌ）
４Ｉ

（３）

２　试验结果与分析
２．１　自由梁法与修正系数

通过自由梁法测得试件的弯曲共振频率和扭转

共振频率，并计算动态弹性模量和动态剪切刚度模

量的基准值如表３所示。将试验结果取均值得到动
弹性模量Ｅｄ的基准值为１１８１．６７ＭＰａ；动剪切刚度
模量Ｇｄ的基准值为 ４４５．６７ＭＰａ；动泊松比 μｄ为
０．３２６。根据自由梁法测得的基准值绘制修正系数
关于细长比ｒ／Ｌ和模态阶数ｎ的曲线，如图３所示。
可以看到随着振动阶次的增加和试件细长比的增

大，修正系数随之减小。
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表３　自由梁法测定结果

试件

编号

弯曲共

振频率

ｆＥ／Ｈｚ

扭转共

振频率

ｆＧ／Ｈｚ

动弹性

模量

Ｅｄ／ＭＰａ

动剪切

刚度模量

Ｇｄ／ＭＰａ

动泊

松比

μｄ

Ｆ－１ ３５５ ４５７ １２４０．００ ４６２．００ ０．３４２

Ｆ－２ ３４７ ４５３ １１９０．００ ４５６．００ ０．３０５

Ｆ－３ ３３５ ４３３ １１１５．００ ４１９．００ ０．３３１

均值 １１８１．６７ ４４５．６７ ０．３２６

２．２　等效悬臂长度
理想的悬臂条件是难以实现的，由于混凝土基

座的刚性并不是无限大的，因此基座与试件协同振

动造成的非完全固支效应则不可忽视。

为了研究试验所采用的悬臂条件与理想悬臂条

件间存在的差异，在有限元软件中分别模拟了两种

固支条件如图４所示。

图３　悬臂梁法的频率修正系数

图４　数值分析模型示意图

　　根据动弹性模量的计算公式（１）得知，假设试
件弹性模量、截面尺寸不变时，有如下的关系式：

ｌｂ ＝
ｆａ
ｆ槡ｂ
·ｌａ （４）

其中：ｌｂ是实际固支条件下的试件等效悬臂长度，ｌａ
是理想固支条件下的试件长度，而 ｆａ、ｆｂ分别为理想
和实际悬臂条件下数值模拟的频率。通常情况下 ｌｂ
的值大于ｌａ，当以ｌｂ取代ｌａ作为计算长度时，相当于
对动弹模计算值的放大，放大系数Ｃｌ可以写为Ｃｌ＝
（ｌｂ／ｌａ）

４。计算各工况下各长度的放大系数值，列为

表４。可以看到，随着试件长度的增加或振型阶次的
增大，放大系数Ｃｌ随之降低。放大系数Ｃｌ越大则意
味着非完全固支效应越明显。

表４　不同工况与试件长度等效悬臂长度放大系数Ｃｌ

模态

阶数

不同长度下放大系数Ｃｌ

Ｃ１

０．４ｍ ０．６ｍ ０．８ｍ

Ｃ２

０．２ｍ ０．３ｍ ０．４ｍ

Ｃ３－ｂ

０．２ｍ ０．３ｍ ０．４ｍ

Ｃ３－ｈ

０．２ｍ ０．３ｍ ０．４ｍ

１阶 １．０９５ １．０６７ １．０５１ １．０７２ １．０５１ １．０３９ １．１０３ １．０７３ １．０５６ １．１２２ １．０９１ １．０７２

２阶 １．０６２ １．０４９ １．０４１ １．０４８ １．０３７ １．０３１ １．０７２ １．０５４ １．０４４ １．０８２ １．０５７ １．０４８

３阶 １．０５７ １．０４１ １．０３４ １．５２３ １．０３４ １．０２６ １．０２４ １．０５０ １．０３８ １．０５０ １．０６２ １．０４３

２．３　悬臂梁试验
在悬臂梁试验中，用木槌多次敲击测量点，取波

形时程中一个单脉冲，计算自功率谱如图５所示，并
拾取前３阶共振频率。

将试验测得的试验频率修正至欧拉－伯努利频

率后，将等效悬臂长度作为计算长度，计算了各工况

下前三阶频率对应的动态弹性模量。

２．４　悬臂梁试验结果讨论与分析
将试验测得的前三阶固有频率与数值分析的结

果作对比，如图６所示。
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图５　Ｃ１工况４００ｍｍ试件弯曲共振功率谱

图６　试验频率和数值分析频率的对比

尽管数值分析中实体梁的振动和物理试验中试

件振动状态都更接近于铁木辛柯梁模型，但试验结

果与数值结果仍然存在一定的差异。通过对比悬臂

梁的试验频率与数值模拟频率，发现通过试验得到

的２阶、３阶共振频率略高于通过数值分析得到的

结果，与马良筠等［２１］的试验结果反映的趋势一致。

关于其成因，有学者在动态加载试验中发现仿真混

凝土的动态弹性模量随着应变速率的增加而增

大［２］；而另有学者发现黏弹性会导致悬臂梁固有频

率的降低［２２］，因此造成这种现象的原因尚未有统一

的结论。

通过试验得到的１阶共振频率则普遍低于通过
数值分析得到的结果，根据图６（ｂ）和图６（ｄ）发现，
二者的差异随长高比或长细比的增大而减小，这与

Ｄａｗｓｏｎ等［２３］在预扭转的矩形截面悬臂梁试验中发

现的趋势吻合。Ｄａｗｓｏｎ等［２３］认为虽然铁木辛柯梁

理论考虑了剪切变形和转动惯量的影响，但仍然存

在未知的次级效应，因此会存在这样的差异。在试

件长高比增大到７～８（长细比为２４．２～２７．７）时，可
以忽略试验与数值分析的结果之间的差异。

对比Ｃ１工况、Ｃ２工况和 Ｃ３－ｂ工况的试验结
果，发现截面尺寸的差异对结果的影响较小，而试件

长高比或长细比对结果的影响较大：１阶～３阶固有
频率对应的动态弹性模量均随着长高比的增加而增

加。综合试验结果，可以得到２阶和３阶固有频率
对应的动态弹性模量Ｅｄ，２、Ｅｄ，３分别比１阶固有频率
对应的动态弹性模量Ｅｄ高５５．１６％和５６．０６％。各
工况下试件动弹模随长高比变化的关系如图７所
示。

从图７中可以看到，当试件长高比为８时截面
尺寸对测定结果的影响较为显著，这可能是因为在

数据处理中，Ｃ１工况组（１００ｍｍ×１００ｍｍ）长试件
的功率谱谱线密度较小导致了最终测定结果的偏

大；而Ｃ２工况组（５０ｍｍ×５０ｍｍ）长试件因振捣难
度大，密实后内部空腔累积造成最终测定结果偏小。

综合考虑试验测得的动弹性模量，通过最小二乘拟

合，得到１阶 ～３阶动弹性模量随长高比变化的线
性拟合方程。对于１阶频率对应的动弹性模量，当
忽略长高比为３的异常值时，Ｐｅａｒｓｏｎ相关系数Ｒ最
高，达到了０．９５。１阶 ～３阶频率对应的动弹性模
量随长高比变化的经验公式如下所示：

Ｅｄ，１ ＝９４．５ｌ／ｈ＋４７９．６ （５）
Ｅｄ，２ ＝１１３．７ｌ／ｈ＋９５２．４ （６）
Ｅｄ，３ ＝２４．９ｌ／ｈ＋１５０８．１ （７）

式（５）—式（７）表现出了动弹性模量的测定值
与试件长高比的相关关系。显然，长高比ｌ／ｈ对２阶
共振频率对应的动弹模测定结果影响最显著，对３
阶共振频率对应的动弹模测定结果影响最小，而对

于１阶频率对应的动弹性模量与长高比间的线性关
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系最明显。

图７　试件长高比对动弹模测定结果的影响

３　结　论
（１）数值分析的结果表明，非完全固支效应随

着试件长度的降低和模态阶数的增加而减小。

（２）通过试验手段与通过数值分析得到的悬臂
梁共振频率结果存在差异。通过试验得到的２阶、３
阶共振频率略大于数值分析的结果；而１阶共振频
率则相反，差异的大小随试件长高比的增大而减小，

至长高比为７～８时趋于零。
（３）基于悬臂梁法测定仿真混凝土的动态弹性

模量，测量结果主要受试件长高比的影响，其他尺寸

参数的影响不显著。

（４）采用悬臂梁法测定仿真混凝土的动弹性模
量，试验结果与标准值存在差异，即使考虑了传统梁

模型的修正和非完全固支效应的修正后，差异依然

存在。当通过１阶频率计算动弹模Ｅｄ时，与标准值
的差异与试件的长高比有明显的相关性，随着试件

长高比增大至７～８，差异趋于零；通过２阶、３阶频

率计算得到的动弹模则分别高于 １阶 ５５．１６％和
５６．０６％。

以上结论表明，在悬臂梁试验中当试件的长高

比至少为７时可通过１阶共振频率较为准确地计算
动弹性模量，为悬臂法测定仿真混凝土动弹模提供

了依据。试件制备难度随着长高比的增大而加剧，

因此通过短试件和动弹模随长高比变化的经验公式

预测长试件的测定结果将会带来较大的便利，这就

要求通过大量的试验去拟合更准确的经验公式。
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