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摘　要：为了高效求解杆系结构的静力稳定性问题，本文基于多点位移控制算法和近似 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法，
提出了一种静力推覆分析方法。该方法以Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式为理论基础，对多点位移控制的平衡方程进行
展开，并结合隔离非线性理论形成了具有刚度矩阵弹塑性分离形式的控制方程，采用近似 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法
对控制方程进行高效求解，避免在稳定性分析中整体刚度矩阵的实时求逆运算。通过数值模拟验证了

本文方法的有效性和精确性，结果表明：该方法能够较好地追踪失稳后的非线性平衡路径，获得下降段

曲线，处理负刚度问题。最后，将本文方法应用于某框架结构的静力稳定性分析中，论证了该方法能高

效地获得荷载－位移全过程曲线，完整反映结构的承载力、稳定性及刚度的整个变化历程。
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　　在土木工程领域中，由长度比横截面尺寸大很
多的细长杆件所组成的结构称为杆系结构，如刚架、

桁架、网壳等结构，其具有空间大、杆件布置灵活及

结构形式优美等特点，被广泛应用于民用和工业等

建筑中［１－３］。在外荷载作用下，杆系结构中的部分

杆件会承受较大的轴压力，其静力稳定性分析是不

可忽略的关键环节。通常，在杆系结构的设计与分

析中，强度问题（代表杆件截面所能承受的最大内

力）和稳定性问题（表示结构或者构件不能以原来

的平衡状态承受附加荷载）是紧密联系的［４－５］。因

此，为了得到杆系结构最为真实的临界荷载值及荷

载与位移全过程曲线，在静力推覆分析时，需同时考

虑材料非线性和几何非线性。

针对杆系结构的静力稳定性分析，已有研究取

得了一系列成果，主要可分为两类［６－８］：第一类是基

于构件层面的宏观分析方法，具有建模简单、计算量

小等特点。例如，韦良［９］基于平衡微分方程并引入

稳定函数推导了考虑几何非线性的梁柱单元刚度矩

阵，同时利用塑性铰模型，提出了基于ＱＲ法的钢框
架稳定性分析方法，能够准确、高效地获得结构极限

承载力及变形能力；Ｌｉ等［１０］、靳永强等［１１］基于拟力

法理论建立了轴压构件宏观分析模型，通过设置两

个局部塑性机制来分别模拟弯曲变形和轴向塑性伸

长行为，实现轴压构件的非线性屈曲分析。第二类

是基于材料层面的非线性有限元分析方法，具有计

算精度良好、计算量大等特点。例如，Ｎｇｕｙｅｎ等［１２］

采用更新拉格朗日列式建立了考虑几何非线性行为

的平衡方程，并利用纤维塑性铰法来模拟空间框架

结构的侧扭稳定性行为，可实现塑性变形沿杆件长

度上的开展，通过数值算例验证了该方法的准确性

和高效性；叶康生等［１３］、吴可伟［１４］基于共旋坐标法

和塑性区法提出了一种杆系结构弹塑性大位移分析

方法，将单元端部截面分割为若干小块面积，单元内

的截面一直保持弹性状态，快速实现结构的静力稳

定性分析。

在杆系结构的静力推覆分析中，其数值模拟的

难点在于：失稳瞬间，结构刚度发生突变，承载力骤

降，荷载－位移关系曲线呈现下降趋势。为了越过
荷载－位移曲线的极值点，通常将采用位移控制算
法来施加推覆力［１５］。为了克服结构中不同部位非

线性程度的差异，满足荷载分布恒定比例关系，且提

高数值求解的稳定性，黄羽立等［１６－１７］提出了基于多

点位移控制的推覆分析方法。该方法能够较好地获

取荷载－位移曲线的下降段，准确追踪失稳后的非

线性平衡路径，具有良好的数值稳定性优势。

在构件层面，Ｗｏｎｇ等［１８］基于位移分解原理提

出了结构非线性高效分析方法 －拟力法，该方法被
广泛应用于工程结构的非线性分析和振动控制等领

域［１９］。为了实现结构的精细化高效模拟，Ｌｉ等［２０］

将位移分解思想拓展到材料应变层面，提出了隔离

非线性有限元法，其基本原理是将材料应变分解为

线弹性与非弹性两部分，并与有限元相结合，形成具

有刚度矩阵弹塑性分离形式的控制方程，以 Ｗｏｏｄ
ｂｕｒｙ公式为求解工具，实现了局部材料非线性问题
的高效求解［２１］。针对结构出现大范围材料非线性

问题，Ｌｉ等［２２］通过引入组合近似法至 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公
式中，提出了近似 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法来高效求解控制方
程。随后，李钢等［２３］将隔离非线性有限元法嵌入到

更新拉格朗日格式中，建立了考虑双重非线性（材

料和几何非线性）行为的梁单元控制方程，并对近

似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法进行了改进，高效求解整体控制方
程，实现了杆系结构的动力双重非线性分析，但在求

解其静力稳定性问题方面还有待进一步完善。

鉴于此，本文基于多点位移控制算法和近似

Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法，提出了杆系结构的静力稳定性高效分
析方法。该方法利用 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式对多点位移控
制的平衡方程进行展开，结合隔离非线性理论形成

具有刚度矩阵弹塑性分离形式的控制方程，采用近

似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法对其进行高效求解，在杆系结构的静
力稳定性分析中，避免整体刚度矩阵的实时分解。

以Ｗｉｌｌｉａｍｓ双杆体系［２２］为数值算例，验证了本文方

法在静力稳定性分析中的可行性和有效性。最后，

通过某框架结构的静力稳定性分析，论证了该方法

能高效地获得荷载 －位移关系曲线的下降段，处理
负刚度问题，反映结构的承载力、稳定性及刚度的整

个变化历程。

１　多点位移控制算法概述
多点位移控制算法是一种较为新颖的静力推覆

分析方法，通过引入位移刚性约束来保持恒定推覆

侧力分布，以实现结构稳定性分析［１６－１７］。该方法在

解决结构复杂非线性问题时，特别是处理负刚度问

题具有显著优势，能够获取结构从弹性阶段到软化

阶段的全过程。对于杆系结构，其失稳瞬间平衡路

径可能会发生“跳跃”等情况，为了精确及完整地追

踪非线性屈曲路径，本文采用多点位移控制进行杆

系结构的静力推覆分析。

以图１所示的ｎ自由度模型比例加载为例，对

９４１第 １期　　　　　　 　　　　　靳永强，等：基于近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法的杆系结构静力稳定性分析



多点位移控制算法进行说明。在该模型上施加荷载

（Ｆ１∶Ｆ２∶…∶Ｆｎ）满足恒定比例关系为（ｐ１∶ｐ２∶…∶ｐｎ
＝１∶２∶…∶ｎ），应满足如下约束方程［１６－１７］：

ＰＴＵ－∑
ｎ

ｉ＝１
（ｐｉ）ｕ０ ＝０ （１）

式中：Ｐ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ｝
Ｔ，ｐｉ是第ｉ个自由度上施加

荷载的比例系数；Ｕ＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ｝
Ｔ，ｕｉ是第 ｉ个

自由度所对应的位移；ｕ０是新增约束方程引入自由
度所对应的位移。结构的平衡方程可写为：

Ｆ－Ｑ＝０ （２）
式中：Ｆ＝｛Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｎ｝

Ｔ，是关于位移 Ｕ＝｛ｕ１，
ｕ２，…，ｕｎ｝

Ｔ的非线性函数，表示结构的内力；Ｑ ＝
｛Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｎ｝

Ｔ，表示结构所受的外荷载。式（１）
是方程组（２）的约束方程，可基于拉格朗日乘子法
构建新的方程组，其形式如下［１６－１７］：

Ｆ＋Ｐλ－Ｑ＝０

ＰＴＵ－（∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ）ｕ０ ＝

{ ０
（３）

式中：λ为拉格朗日乘子，表示力加载系数。为了求
解位移Ｕ和 λ，可采用牛顿迭代法求解非线性方程
组（３）：

　　
Ｕｉ＋１

λｉ＋{ }１ ＝ Ｕｉ

λ{ }ｉ － Ｋｔ Ｐ

ＰＴ[ ]０
－１ Ｆ＋Ｐλｉ

　Ｃ{ }
０

（４）

其中：ｉ表示第ｉ个迭代步；Ｋｔ表示第ｉ迭代步的结构
切线刚度矩阵；Ｃ０的表达式为：

Ｃ０ ＝Ｐ
ＴＵｉ－（∑

ｎ

ｉ＝１
ｐｉ）ｕ０ （５）

图１　多点位移控制的静力推覆分析

２　基于近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法的多点位移
控制推覆分析

２．１　基于多点位移控制的隔离非线性方程
为了便于推导，将式（４）写为增量形式，经整理

可得：

ΔＵ
Δ{ }λ ＝－

Ｋｔ Ｐ

ＰＴ[ ]０
ΔＲ
Ｃ{ }
０

（６）

式中：ΔＵ和Δλ分别表示第ｉ迭代步至第ｉ＋１迭代
步的位移增量和加载系数增量；ΔＲ表示迭代过程中
产生的不平衡力（等于外荷载向量和当前迭代步的

结构内力向量之差，即ΔＲ＝Ｑ－Ｆ）。对上述增量方
程直接求解时，需要实时分解包含切线刚度Ｋｔ和荷
载比例系数向量 Ｐ组成的矩阵，这将花费大量的时
间成本。为此，可基于Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式，对方程（６）中
矩阵求逆部分进行展开：

Ｋｔ Ｐ

ＰＴ[ ]０
－１

＝

Ｋ－１ｔ －Ｋ
－１
ｔＰ（Ｐ

ＴＫ－１ｔＰ）
－１ＰＴＫ－１ｔ Ｋ－１ｔＰ（Ｐ

ＴＫ－１ｔＰ）
－１

（ＰＴＫ－１ｔＰ）
－１ＰＴＫ－１ｔ －（ＰＴＫ－１ｔＰ）

－[ ]１

（７）
将式（７）代入式（６），经整理可得：

ΔＵ＝ΔＵＲ ＋ΔλΔＵＰ （８）
Δλ＝（Ｃ０－Ｐ

ＴΔＵＲ）／（Ｐ
ＴΔＵＰ） （９）

式中：ΔＵＲ和ΔＵＰ分别表示不平衡力ΔＲ和荷载比
例系数向量 Ｐ所产生的位移增量，具体表达式分别
如下：

ΔＵＲ ＝Ｋ
－１
ｔΔＲ （１０）

ΔＵＰ ＝Ｋ
－１
ｔＰ （１１）

对比式（６）和式（８）可知：在求解增量位移ΔＵ
时，式（６）需要对包含切线刚度Ｋｔ和荷载比例系数
向量Ｐ组成的矩阵进行分解，而式（８）仅需分解切
线刚度矩阵 Ｋｔ。根据文献［２３］，可将式（１０）和式
（１１）表达成具有隔离非线性特征的控制方程，形式
分别如下：

Ｋｅｇ Ｋ′ｒ
Ｋ′Ｔｒ Ｋ″[ ]

ｐ

ΔＵＲ
－ΔＥ″{ }

ｐ

＝ ΔＲ{ }０ （１２）

Ｋｅｇ Ｋ′ｒ
Ｋ′Ｔｒ Ｋ″[ ]

ｐ

ΔＵＰ
－ΔＥ″{ }

ｐ

＝ Ｐ{ }０ （１３）

其中：Ｋｅｇ表示结构整体刚度矩阵，是由弹性刚度矩
阵和几何刚度所组成（Ｋｅｇ ＝Ｋｅ＋Ｋσ），体现结构的
几何非线性行为；Ｋ′ｒ为系数矩阵，代表塑性截面变
形与节点内力之间的关系；Ｋ″ｐ为分块对角矩阵，包
含结构的材料非线性变形信息［２３］。

本文采用更新拉格朗日格式描述几何非线性行

为，因此，上述两个方程中的所有矩阵和向量均是以

ｔ时刻的已知构型作为参考系。由式（１２）和式（１３）
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可知，多点位移控制的平衡方程（式（６））可基于
Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式进行转换，将切线刚度矩阵 Ｋｔ和荷
载比例系数加载向量 Ｐ拆分开来，分别形成由不平
衡力ΔＲ和荷载比例系数加载向量Ｐ作为外荷载的
平衡方程（式（１０）和式（１１）），再结合隔离非线性
的基本理论，将式（１０）和式（１１）表达成具有隔离
非线性特征的控制方程（式（１２）和式（１３））。
２．２　高效求解方法

根据文献［２３］可知，具备隔离非线性特征的控
制方程（式（１２）和式（１３））可采用近似 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ
法进行高效求解，其核心思想是：采用 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公
式对控制方程进行精确展开，假定实时变化的整体

刚度矩阵在某一时间段内保持不变，与舒尔补矩阵

相关的线性方程采用组合近似法高效求解，在杆系

结构的静力稳定性分析中，能避免矩阵的实时更新

和分解运算，可显著提高计算效率。在某段时间区域

ｔ∈［Ｔｊ，Ｔｊ＋１］，基于近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法求解式（１２）和
式（１３）的具体表达式分别如下：

ΔＵＲ（ｔ）＝Ｋｅｇ（Ｔｊ）
－１ΔＲ（ｔ）{ { { ＋

ｎ×１ ｎ×ｎ ｎ×１

Ｋｅｇ（Ｔｊ）
－１Ｋ′ｒ（ｔ）［Ｋ

″
ｐ（ｔ）－Ｋｆ（Ｔｊ）］

－１Ｋ′ｒ（ｔ）Ｋｅｇ（Ｔｊ）
－１ΔＲ（ｔ{       { ）

ｎ×ｐ ｐ×ｐ ｐ×ｎ

（１４）

ΔＵＰ（ｔ）＝Ｋｅｇ（Ｔｊ）
－１Ｐ{ { {

＋

ｎ×１ ｎ×ｎ ｎ×１

Ｋｅｇ（Ｔｊ）
－１Ｋ′ｒ（ｔ）［Ｋ

″
ｐ（ｔ）－Ｋｆ（Ｔｊ）］

－１Ｋ′ｒ（ｔ）
ＴＫｅｇ（Ｔｊ）

－１

{       { Ｐ

ｎ×ｐ ｐ×ｐ ｐ×ｎ

（１５）
式中：Ｋｆ（Ｔｊ） ＝ Ｋ

［′Ｔ
ｒ （Ｔｊ）Ｋｅｇ（Ｔｊ）

－１Ｋ′ｒ（Ｔｊ）；矩 阵

［Ｋ″ｐ（ｔ）－Ｋｆ（Ｔｊ）］被称为矩阵 Ｋｅｇ（Ｔｊ）的舒尔补；
ΔＲ（ｔ）表示ｔ时刻的不平衡力。ｎ表示结构自由度，ｐ
表示结构的塑性自由度。

由式（１４）和式（１５）可知：整体刚度矩阵
Ｋｅｇ（Ｔｊ）的分解和矩阵Ｋｆ（Ｔｊ）的合成只需在Ｔｊ时刻
执行一次即可，在时间区域ｔ∈［Ｔｊ，Ｔｊ＋１］，主要计算

量集中于舒尔补矩阵［Ｋ″ｐ（ｔ）－Ｋｆ（Ｔｊ）］的分解。在
近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法中，与舒尔补矩阵相关的线性方程
组采用组合近似法求解，避免对其进行直接分解运

算，因此本文方法的计算过程仅涉及矩阵和向量的

“回代”运算，能极大地提高杆系结构稳定性分析的

计算效率。以式（１４）为例，其具体求解流程见表１。

表１　混合近似法的时间复杂度

计算

次序
计算项目 运算方法

（１） ΔＵＲ１（ｔ）＝Ｋｅｇ（Ｔｊ）－１ΔＲ（ｔ） 矩阵回代

（２） ΔＵＲ２（ｔ）＝Ｋ′ｒ（ｔ）ＴΔＵＲ１（ｔ） 矩阵与向量相乘

（３） ΔＵＲ３（ｔ）＝［Ｋ″ｐ（ｔ）－Ｋｆ（Ｔｊ）］－１ΔＵＲ２（ｔ） 组合近似法

（４） ΔＵＲ４（ｔ）＝Ｋ′ｒ（ｔ）ΔＵＲ３（ｔ） 矩阵与向量相乘

（５） ΔＵＲ５（ｔ）＝Ｋ′ｅｇ（Ｔｊ）－１ΔＵＲ４（ｔ） 矩阵回代

（６） ΔＵＲ（ｔ）＝ΔＵＲ１（ｔ）＋ΔＵＲ５（ｔ） 向量相加

　　其中：计算次序（３）中的项目可采用组合近似法进行求解，具体
求解流程可参见文献［２３］。

２．３　近似矩阵更新准则
为了能够消除矩阵近似所引起的误差，可建立

近似矩阵更新准则对近似矩阵进行“适时”更新，

即［２３］：

φ＝
｜ΔＵ（ｔ）ＴＫｔ（ｔ）ΔＵ（ｔ）｜

１／２－｜ΔＵ（ｔ）Ｔ［ΔＲ（ｔ）＋Δλ（ｔ）Ｐ］｜１／２

｜ΔＵ（ｔ）Ｔ［ΔＲ（ｔ）＋Δλ（ｔ）Ｐ］｜１／２

＜ε０ （１６）

其中：｜·｜表示绝对值；φ表示由矩阵近似所产生的
相对误差；Δλ（ｔ）表示ｔ时刻的加载系数增量；ε０为
用户自定义参数，用于控制矩阵更新频次［２３］。矩阵

Ｋｔ（ｔ）表示结构的切线刚度，对方程（１２）进行消元，
可得：

　Ｋｔ（ｔ）＝Ｋｅｇ（ｔ）－Ｋ
′
ｒ（ｔ）Ｋ

″
ｐ（ｔ）

－１Ｋ′ｒ（ｔ）
Ｔ （１７）

针对某时间段（ｔ∈［Ｔｊ，Ｔｊ＋１］），当式（１６）成立
时，则矩阵近似所引起的误差（见式（１４）和式
（１５））可在迭代过程中进行消除。当ｔ＝Ｔｊ＋１时，式
（１６）不成立，表明：矩阵近似所引起的误差较大，需
将式（１４）和式（１５）中的矩阵Ｋｅｇ（Ｔｊ）和Ｋｆ（Ｔｊ）进
行更新，即分别用矩阵Ｋｅｇ（Ｔｊ＋１）和Ｋｆ（Ｔｊ＋１）进行替
换。因此，通过建立近似矩阵更新准则，可“适时”地

对近似矩阵进行更新，使本文方法在满足计算精度

的前提下提高计算效率。

２．４　求解流程
针对杆系结构的静力稳定性分析，本文方法的

求解流程如图２所示。
２．５　效率分析

时间复杂度是一种客观反映算法效率的工具，

能够定量地评估算法本身在执行过程中所需要的理

论时间，不依赖于计算机性能、编程技巧等外在因

素［２４－２５］。就式（１０）和式（１２）而言，当式（１０）采用
传统有限元法（矩阵分解采用 ＬＤＬＴ法）进行求解，
式（１２）采用近似的 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法进行求解时，可依
据文献［２３］分别将上述两种方法的时间复杂度列
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于表２。

图２　本文方法求解流程图

表２　三种方法的时间复杂度函数（ｔ∈［Ｔｊ，Ｔｊ＋１］）

方法 时间复杂度

近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法 ＴＷ≈（ｓ２＋３ｓ）ｐ
５
３

传统有限元法 ＴＣ ＝ｎｍ２＋８ｎｍ＋ｎ

　　其中：ｍ为矩阵 Ｋｅｇ（Ｔｊ）的带宽；ｌ为舒尔补矩阵的带宽，近似

取：ｌ≈２ｐ２／３；α和β分别为矩阵Ｋ′ｒ和Ｋ″ｐ（ｔ）中每列非零元素数的最

大值（梁单元分别为６和１２）；ｓ为ＣＡ法的基向量个数。

３　数值分析
３．１　模型验证

以经典的Ｗｉｌｌｉａｍｓ双杆体系［２６］为数值算例（如

图３所示），验证本文方法在解决负刚度问题时的
有效性。结构杆件均为φ１１４ｍｍ×４ｍｍ的钢管，材
料本构关系为理想弹塑性，屈服应力为２４０ＭＰａ，弹
性模量为２１０ＧＰａ。每根杆件划分成１０个单元（３
结点Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纤维梁单元）；杆件截面被分割成
２４个小面积（２４根纤维），环向分成１２等份，径向
分成２等份。

图３　Ｗｉｌｌｉａｍｓ双杆体系

图４给出了本文方法与沈世钊等［２６］模拟的竖

向荷载－位移曲线，两者吻合较好。其中，本文方法
和沈世钊等［２６］所获得的临界荷载值分别为 １５．５５
ｋＮ和 １５．５６ｋＮ，表明：本文方法在进行稳定性分析
时可精确获得结构的荷载 －位移全过程曲线，能追
踪发生“跳跃”失稳的平衡路径。

图４　Ｗｉｌｌｉａｍｓ双杆体系的荷载－位移曲线

３．２　数值算例
以某３层三跨钢框架结构为算例，进行静力稳

定性分析，其立面和平面图如图５所示。该结构层
高均为３．９ｍ，Ｘ方向为３跨（边跨跨度为６ｍ，中跨
跨度为９ｍ），Ｚ方向为４跨（跨度均为６ｍ），梁柱截
面尺寸如图５所示。

图５　３层三跨钢框架结构

各杆件均采用３结点 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ纤维梁单元，
柱划分６个单元，边跨梁划分８个单元，中跨梁划分
１２个单元，有限元模型总计１０６８个单元，总自由度
为５８５０，构件的截面纤维数均为１９根。钢材本构
关系采用双线性随动强化模型，其中弹性模量 Ｅｅ＝
２０６ＧＰａ，屈服强度 σｙ＝３４５ＭＰａ，屈服后刚度 Ｅｔ＝
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０．０２Ｅｅ。恒荷载集中施加于梁柱节点，大小均为
７５０ｋＮ。采用倒三角侧向荷载模式对结构进行水平
推覆（见图５）；ＣＡ法的最大基向量个数取５。

图６给出了静力推覆荷载作用下结构第①榀的
基底剪力和顶点位移全过程曲线，可见采用本文方

法能够较好地追踪结构失稳后的下降段曲线，即软

化过程，可以获得稳定的临界荷载值及对应的侧向

位移，分别为１４１１ｋＮ和０．４４１ｍ。图６也绘制了
仅考虑材料非线性行为时第①榀的基底剪力和顶点
位移曲线，对比结果表明：几何非线性行为导致结构

失稳，在进行稳定性分析时，需同时考虑结构的材料

和几何非线性（双重非线性）行为，以获得实际的极

限承载力。图７给出了静力推覆分析过程中各层推
覆力和顶点位移关系曲线，可以看出各层施加的推

覆力严格符合等比例荷载模式，满足多点位移控制

算法的荷载分布恒定比例关系。

图６　第①榀基底剪力－顶点位移曲线对比图

图７　各层推覆力荷载值－顶点位移曲线图

在静力推覆分析过程中，结构的塑性自由度数

（ｐ）时程曲线如图８所示。其中，被激活的最大塑
性自由度数为１７２５，占总自由度数的２９．５％，每个
增量步的平均塑性自由度为１３６０．５（总增量步为
１７８８），占总自由度数的２３．３％。

为了验证本文方法的高效性，图９给出了本文
方法和传统有限元法（采用ＬＤＬＴ分解法）的时间复
杂度时程曲线，其中，荷载增量步的时间复杂度等于

每个迭代步所需时间复杂度的总和。由图９可知，
传统有限元法在每个增量步的时间复杂度仅随迭代

步数而发生变化，本文方法的时间复杂度与迭代步

数、基向量个数、所激活的塑性自由度数及近似矩阵

更新次数均相关，在执行自适应策略时，近似矩阵的

更新会导致该增量步的时间复杂度变大。在整个静

力推覆分析过程中，矩阵更新的次数为５８，与总增
量步数（１７８８）的比例为１∶３１，表明：近似矩阵更新
准则（见式（１６））能较好地控制矩阵更新次数，在保
证迭代收敛的前提下使计算效率最优。此外，迭代

步数也会影响算法的计算成本，表３统计了本文方
法和传统有限元法的总迭代步数，可知：本文方法所

需的迭代步数要多于传统有限元法，即本文方法的

收敛性要低于传统有限元法，原因在于：近似 Ｗｏｏｄ
ｂｕｒｙ法中近似矩阵所引起的误差需要更多迭代步进
行消除。同时，表３统计了上述两种方法的总时间
复杂度和每个荷载增量步的平均时间复杂度，本文

方法和传统有限元法的总时间复杂度分别为０．９８
×１０１１和５．１０×１０１１，平均到每个增量步的时间复杂
度分别为０．５５×１０８和２．８５×１０８，结果表明：在计算
效率方面，本文方法比传统有限元法快５．１８倍，验证
了该方法能高效分析杆系结构的静力稳定性问题。

图８　塑性自由度时程曲线

图９　时间复杂度时程曲线

表３　总迭代步数和时间复杂度对比

方法 总迭代步数 总时间复杂度 平均时间复杂度

传统有限元法 ３５４１ ５．１０×１０１１ ２．８５×１０８

本文方法 ３８６８ ０．９８×１０１１ ０．５５×１０８
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４　结　论
针对杆系结构的静力稳定性问题，本文基于多

点位移控制算法和近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式，提出了高效
的静力推覆分析方法。利用 Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式对多点
位移控制的平衡方程进行展开，结合隔离非线性理

论形成了具有刚度矩阵弹塑性分离形式的控制方

程，并采用近似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法对控制方程进行高效求
解。最后，将该方法应用于某框架结构的静力稳定

性分析中，并得到如下结论：

（１）本文方法是以Ｗｏｏｄｂｕｒｙ公式为理论基础，
将多点位移控制的平衡方程变为具有隔离非线性特

性的控制方程，实现刚度矩阵弹塑性分离，并采用近

似Ｗｏｏｄｂｕｒｙ法高效求解控制方程。
（２）本文方法能够高效分析杆系结构的静力稳

定性问题，可追踪失稳后的非线性平衡路径，获得下

降段曲线，处理负刚度问题，能够准确获得荷载－位
移全过程曲线，完整反映结构的承载力、稳定性及刚

度的整个变化历程。
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