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颗粒形状在稳定堆积中的等效
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摘　要：为建立颗粒形状与颗粒间滚动阻力二者之间的等效关系，研究颗粒形状对颗粒堆积稳定特性
的影响以及离散元模型中颗粒形状的等效参数的表达，首先采用有限元法建立四种多边形颗粒，模拟不

同滑动摩擦系数条件下投放颗粒的堆积过程，测量得到颗粒自然形成的稳定堆积高度，研究颗粒间滑动

摩擦和颗粒形状对颗粒堆积稳定影响的敏感性；然后按照相同工况采用离散元法圆形颗粒模拟堆积过

程，其中颗粒形状变化通过改变颗粒间滚动阻力来表征；最后对比有限元模拟与离散元模拟结果，分析

滚动摩擦系数对颗粒形状特性的等效表征作用。研究结果表明：滑动摩擦系数对颗粒堆积稳定的敏感

性受颗粒形状影响：颗粒形状越饱满，对堆积高度影响显著的滑动摩擦系数取值影响范围越大；在颗粒

材料堆积模拟中，颗粒形状变化可通过改变滚动摩擦系数来表征，根据算例结果得到了正三角形、正五

边形、正六边形和正八边形四种形状的颗粒的等效滚动摩擦系数取值范围。
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　　颗粒材料在日常生活、工业工程及土木工程应
用中十分常见，其力学行为在各工程领域备受关注。

颗粒介质材料的宏观力学性质与颗粒的细观结构特

征有着紧密的联系，颗粒间的接触特性、颗粒的形状

和尺寸等都对颗粒介质的力学特性产生显著影响，

如工业过程中颗粒原料的存储及管道输运性能，土

木工程中的边坡稳定及泥石流灾害等。

大量研究表明，颗粒堆积休止角随滑动摩擦系

数的增大而增大［１－４］。王家全等［５］采用离散元方法

模拟颗粒堆积试验发现当滑动摩擦系数小于 ０．５
时，休止角随摩擦系数的增大而增大；当摩擦系数大

于０．５时，休止角的大小基本不受摩擦系数的影响。
然而颗粒堆积体的休止角不仅受颗粒间的接触特性

的影响，还与颗粒自身的形状、粒径等性质有关。刘

军等［６］利用自开发的离散元程序模拟了二维砂堆

的形成过程，发现休止角随颗粒尺寸的减小而减小

并逐渐趋于某一常值。但 Ｌｉ等［７］通过颗粒桩数值

试验发现颗粒尺寸越大，休止角越小。张成功等［８］

通过模拟分析粒状材料圆柱试样的塌落破坏机制，

发现不规则形状的颗粒试样可降低颗粒角速度，并

可得到较大的最后塌落高度和跑出距离。陈国强

等［９］用玉米颗粒进行了颗粒堆积离散元模拟，发现

在颗粒干燥条件下，楔形颗粒的堆积角与３Ｄ扫描
的真实颗粒的堆积角相近。

Ｏｄａ等［１０］通过数值模拟和试验研究，发现颗粒

形状对颗粒介质的强度有一定控制作用。刘源

等［１１］也通过试验得到类似结论。随后一些学

者［４，１２－１３］通过大量模拟试验进一步发现，颗粒形状

越不规则，材料的抗剪强度越高。然而龚健等［１４］在

模拟直剪试验中发现，峰值强度与残余强度受颗粒

的球形度的影响很小。王蕴嘉等［１５］通过等向固结

和常规三轴试验，发现当颗粒球度比较高且级配均

匀时，球度主要会影响试样残余摩擦角的大小，而对

于峰值摩擦角的影响不明显，同时颗粒的形状也主

要通过影响试样内部的接触和接触力的各向异性程

度来影响试样的宏观表现。Ａｌ－Ｈｕｓｓａｉｎｉ［１６］经由试
验研究发现，碎石颗粒的内摩擦角会随颗粒平均粒

径的增加而增加。Ｈａｎ等［１７］通过对１０种不同粒径
的砂粒进行界面直剪试验发现，当沿同一界面剪切

时，颗粒粒径越小界面摩擦角越大。李存柱等［１８］在

研究粗粒料宏观力学性质时发现，颗粒的形状系数

与材料内摩擦角近似呈线性负相关，同时材料的峰

值强度和残余强度均随颗粒形状系数的增加而减

小。戴北冰等［１９］采用玻璃珠进行室内直剪试验，发

现颗粒材料的剪胀性随颗粒粒径的增大而增强。任

树林等［２０］在研究断层破碎带颗粒形状对断层摩擦

强度的影响时发现，异形颗粒的咬合自锁作用提高

了其填充的断层破碎带摩擦强度。康馨等［２１］则揭

示了颗粒形状影响临界状态摩擦角的主要原因。邹

宇雄等［２２］通过模拟椭球形颗粒以及具有抗转动能

力的圆球颗粒的三轴剪切试验，发现颗粒形状对峰

值内摩擦角和剪胀性的影响呈现明显收敛性。王怡

舒等［２３］在研究颗粒接触摩擦对颗粒体宏细观力学

特性和能量演变的影响规律时，发现了滚动摩擦系

数对宏观应力应变影响规律在不同滑动摩擦系数下

的差异性。

由此可见，在现有的研究中，不同研究者对于颗

粒介质力学特性的研究结果并不一致，而且研究内

容主要集中在颗粒自身性质和粒间接触特性对颗粒

材料强度的影响，关于颗粒形状和粒间摩擦力对颗

粒材料宏观构型稳定性作用机理以及二者之间关系

的研究尚有不足，需要进一步研究。

为研究颗粒形状对颗粒材料堆积稳定性的影

响，选用亚克力有机材料建立颗粒数值模型。亚克

力颗粒是工业生产中常见的一种生产原料，颗粒的

宏观力学行为影响着生产的加工工艺及过程。为此

选用亚克力材料物理力学参数建立数值模型，通过

有限元模型多边形颗粒和离散元模型考虑滚动摩擦

阻力的圆形颗粒的堆积过程模拟，研究了颗粒形状

与颗粒间摩擦特性对颗粒堆积稳定性的影响。建立

了４种多边形颗粒形状变化的等效滚动摩擦系数表
征，为颗粒材料堆积稳定特性的离散元算法研究提

供依据。

１　多边形颗粒堆积过程有限元模拟
１．１　多边形颗粒的生成及模型的构建

为研究颗粒形状对颗粒体系稳定性的影响，采

用二维颗粒模型，选取正三角形、正五边形、正六边

形和正八边形四种形状的颗粒进行堆积过程的模

拟，为有效表征颗粒不规则形状与滚动摩擦阻力之

间的关系，引入形状系数ｓ［２４］：

ｓ＝２ π槡 Ａ
Ｐ （１）

式中：Ａ为正多边形颗粒的面积，Ｐ为正多边形颗粒
的周长。由式（１）可知，形状系数ｓ越大，颗粒形状越
接近于圆形，当形状系数ｓ等于１时，颗粒为圆形。控
制四种形状颗粒的面积完全相同，生成的颗粒示意

图如图１所示。
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图１　多边形颗粒示意图

多边形颗粒在重力作用下形成自然堆积体，在

此过程中可以通过测量分析堆积体的堆积角、堆积

高度或堆积层数等宏观数据来研究颗粒形状不规则

程度和颗粒间接触特性在颗粒材料堆积过程中的影

响。建立的颗粒堆积有限元模型如图２所示（以正
五边形颗粒为例），该模型由两条固定长边界和两

条可移动短边界组成，颗粒数量为８１，将８１个颗粒
投放于四条边界所围成的正方形区域内进行堆积过

程的模拟。为避免边界与颗粒间的摩擦作用影响模

拟结果，设置边界与颗粒之间的滑动摩擦系数和颗

粒与颗粒之间的滑动摩擦系数相同。

图２　多边形颗粒堆积有限元模型

１．２　有限元模拟过程
多边形颗粒堆积过程模拟的初始条件为限制模

型ｚ方向上的所有位移，水平短边界可以在 ｘ方向
上运动，多边形颗粒可以在ｘ、ｙ两个方向上运动，对
颗粒施加重力荷载。堆积过程分为两个阶段：

（１）颗粒投放下落过程。将多边形颗粒投放到
四条边界围成的正方形区域内，颗粒在重力作用下

自由下落并达到初始稳定状态。

（２）颗粒运动堆积过程。左右两侧短边界以一
定速度匀速向两边移动，颗粒随边界向两边扩散直

至与边界失去接触并达到最终稳定状态。

堆积过程如图３所示。
计算时，颗粒材料的密度 ρ为１２００ｋｇ／ｍ３，泊

松比ν为０．２，弹性模量 Ｅ为２×１０９Ｐａ，与常晓林
等［１３］、龚健等［１４］、康馨等［２１］和杜欣等［２５］的取值在

同一数量级。滑动摩擦系数μｓ取值范围为０～１，设
置１６种工况进行模拟。采用颗粒最终稳定堆积高
度ｈ来表征堆积稳定性，堆积高度越高表明堆积稳
定性越好。

图３　多边形颗粒堆积过程示意图

２　等效滚动阻力的离散元模拟
２．１　接触模型

采用的接触模型是Ｉｗａｓｈｉｔａ等［２６］提出的ＭＤＥＭ
模型，如图４所示。该模型包括三部分：法向接触模
型、切向接触模型和抗转动接触模型，该模型利用弹

簧和阻尼来表征颗粒间各方向的接触力。商昆麒

等［２７］研究认为，基于滚动阻力模型建立的球形单元

在计算时与复杂形态离散单元和颗粒簇单元相比，

计算成本更具优势。

图４　ＭＤＥＭ模型

８２ 水利与建筑工程学报　　　　　　　　　　　　　　　　　　第 ２０卷



２．２　等效滚动阻力的建立
在古典摩擦定律中，滑动摩擦系数定义为滑动

摩擦力与法向荷载的比值，是一个无量纲参数，取值

范围一般在０～１之间，滚动摩擦系数与之不同，滚
动摩擦阻力是一种阻碍物体发生滚动的力矩，滚动

摩擦系数的物理意义为偏心距，是有长度量纲的。

经典的滚动摩擦系数［２８］定义如下：

ｋ＝Ｆ·ＲＮ （２）

其中：Ｆ为切向力；Ｒ为滚动圆盘的半径；Ｎ为法向荷
载。根据力的平衡，滚动阻力矩Ｍ＝Ｆ·Ｒ，滚动摩擦
系数ｋ就是法向荷载Ｎ的偏心距。

为便于分析，在进行离散元模拟时将滚动摩擦

系数进行无量纲化处理，定义滚动摩擦阻力参数

ａｍｕｒ如下：

ａｍｕｒ＝
Ｆ·Ｒ
Ｎ·Δ

（３）

其中：Δ为颗粒间接触法向重叠深度，Δ＝ｒａ＋ｒｂ－
ｄｓ；ｒａ、ｒｂ为圆形颗粒的半径；ｄｓ为两接触颗粒圆心间
的距离。Δ、ｒａ、ｒｂ、ｄｓ单位均是ｍ。

最大滚动阻力矩定义如下：

ｆｒｍａｘ＝ａｍｕｒ·Ｎ·Δ （４）
当总阻力矩超过最大滚动力矩 ｆｒｍａｘ时，圆形颗

粒发生滚动，反之，则不发生滚动。在进行模拟结果

分析时，需将定义的滚动阻力参数 ａｍｕｒ转化成滚动
摩擦系数μｒ，即μｒ＝ａｍｕｒ·Δ。通过程序计算输出的
颗粒间法向接触力ｆｎ和切向接触力ｆｔ可以对颗粒间
接触法向重叠深度Δ进行确定，经计算Δ＝３×１０－５

ｍ。
２．３　离散元模拟过程

基于软球模型，利用 Ｆｏｒｔｒａｎ语言编写程序，建
立颗粒离散元堆积模型，模拟圆形颗粒的堆积过程。

颗粒材料的参数选取与有限元模型一致。

采用控制变量法模拟不同滑动摩擦系数 μｓ和
滚动摩擦系数μｒ下的颗粒堆积过程，研究等效滚动
摩擦阻力与颗粒不规则形状之间的关系。离散元模

拟过程与有限元模拟大致相同，主要分为两个阶段，

如图５所示，模拟结果可直接输出堆积高度 ｈ，ｌ为
堆积塌落宽度。

３　模拟结果分析
３．１　颗粒数量对堆积稳定性的影响

为探究颗粒数量对堆积稳定性是否存在影响，

选取颗粒数量为８１个、４００个和１０２４个共三种数

量级，采用控制变量法，模拟滚动摩擦系数 μｒ＝
０．１５和滑动摩擦系数 μｓ＝０．５时，不同数量颗粒体
系的堆积过程，三种数量颗粒堆积体的总体积相同。

图６为μｒ＝０．１５时不同数量颗粒体系堆积状态随
滑动摩擦系数改变的变化趋势，图７为μｓ＝０．１时，
不同数量颗粒体系的堆积状态对比。

图５　离散元圆形颗粒堆积过程示意图

图６　μｒ＝０．１５时，三种数量颗粒体系堆积
状态随滑动摩擦系数的变化趋势

图７　μｒ＝０．１５，μｓ＝０．１时，三种数量颗粒体系堆积状态对比

将同一工况下，三种数量颗粒堆积体高宽比的
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最大值和最小值作差除以最小值，算出在滚动摩擦

系数一定时，滑动摩擦系数对不同数量颗粒体系的

影响程度，如表１所示。

表１　变滑动摩擦下，颗粒数量对堆积状态影响程度

μｓ 影响程度／％ μｓ 影响程度／％

０．００ ０．００ ０．５０ ９．７３

０．０５ ３．４６ ０．６０ ５．９２

０．１０ ９．５３ ０．７０ ５．１９

０．２０ ８．７５ ０．８０ ２．５６

０．３０ ８．３５ ０．９０ ７．９９

０．４０ ９．５７ １．００ １．９０

　　由表１可知，滚动摩擦系数为定值时，随着滑动
摩擦系数的变化，颗粒数量对堆积状态的影响程度

在１０％内。
图８为μｓ＝０．５时不同数量颗粒体系堆积状态

随滚动摩擦系数改变的变化趋势，图 ９为 μｒ＝
０．０００３时，不同数量颗粒体系的堆积状态对比。表
２为滑动摩擦系数一定时，滚动摩擦系数对不同数
量颗粒体系的影响程度。

图８　μｓ＝０．５时，三种数量颗粒体系堆积状态
随滚动摩擦系数的变化趋势

图９　μｓ＝０．５，μｒ＝０．０００３时，三种数量
颗粒体系堆积状态对比

由表２可知，滑动摩擦系数为一定值时，随着滚
动摩擦系数的变化，颗粒数量对堆积状态的影响程

度在１０％以内。综上，当颗粒体系总体积一定时，

颗粒间摩擦特性对堆积稳定性的作用规律受颗粒数

量变化的影响较小，因此为提高计算效率，在颗后续

研究中，颗粒数量设定为８１个。

表２　变滚动摩擦下，颗粒数量对堆积状态影响程度

μｒ 影响程度／％ μｒ 影响程度／％

０．０００００ ８．５２ ０．０３ ５．８６

０．００００３ ７．５８ ０．０６ ６．６６

０．０００３０ ９．５２ ０．０９ ９．５６

０．００３００ ４．００ ０．１２ ６．２７

０．００６００ ７．８１ ０．１５ ８．８８

０．００９００ ５．１４ ０．１８ ９．２２

０．０１２００ ８．３８ ０．２１ ５．０６

０．０１５００ ７．４９ ０．２４ ７．８３

０．０１８００ ８．９４ ０．２７ ９．２５

０．０２１００ ８．８４ ０．３０ ６．３０

０．０２４００ ９．２９ ０．６０ ８．７３

３．２　颗粒不规则形状对堆积稳定性的影响
有限元模拟中，颗粒在重力作用下自由运动，达

到稳定状态后，形成颗粒堆，测量此时的堆积高度

ｈ，通过颗粒稳定堆积高度 ｈ表征颗粒堆积稳定特
性。将四种形状的多边形颗粒在１６组滑动摩擦系
数μｓ下的堆积高度绘成滑动摩擦系数 μｓ－堆积高
度ｈ变化曲线，如图１０所示。

图１０　多边形颗粒的滑动摩擦系数μｓ－堆积高度ｈ曲线

从图１０曲线可以看出，四种形状颗粒的堆积高
度随滑动摩擦系数μｓ的增大整体呈增长趋势，且增
长率在μｓ取值为 ０．０～０．３时较大，在 μｓ取值为
０．３～１．０时较小。滑动摩擦系数 μｓ较小时，相同

滑动摩擦系数μｓ下，形状系数ｓ＝０．７７７６的颗粒的
堆积高度ｈ最高，其次是形状系数 ｓ＝０．９２９９的颗
粒和形状系数 ｓ＝０．９５２１的颗粒，形状系数 ｓ＝
０．９７３６的颗粒的堆积高度ｈ最小，即颗粒形状棱角
度越高，颗粒间的咬合互锁作用越强，越易形成稳定

堆积体，且在滑动摩擦系数 μｓ较小时，颗粒形状的
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不规则程度对堆积体稳定性的作用较明显，当滑动

摩擦系数μｓ取值较大时，颗粒形状对堆积稳定性的
影响较弱。

在图１０中也可以看出，形状系数ｓ＝０．７７７６的
颗粒的堆积高度 ｈ受滑动摩擦系数 μｓ影响的范围
在０．０～０．２，形状系数ｓ＝０．９２９９的颗粒的堆积高
度ｈ受滑动摩擦系数μｓ影响的范围在０．０～０．３，形
状系数ｓ＝０．９５２１的颗粒的堆积高度ｈ受滑动摩擦
系数μｓ影响的范围在 ０．０～０．４，而形状系数 ｓ＝
０．９７３６的颗粒的堆积高度 ｈ受滑动摩擦系数 μｓ影
响的范围在０．０～０．７，即颗粒棱角度越高，滑动摩
擦系数μｓ对其堆积稳定性产生影响的取值范围越
小。分析原因，认为是颗粒的不规则形状使得颗粒

在发生滚动时需要较大的切向力，当切向力增大到

等于接触面的临界滑动摩擦力时，颗粒的运动形式

就从滚动转化为滑动，因此滑动摩擦系数μｓ的改变
对形状不规则程度较大的颗粒的作用不再明显，这

一现象在孙珊珊等的研究［２９］中也有所证实。

３．３　滚动阻力对堆积稳定性的影响
在离散元模拟中，滚动摩擦系数取值范围为

０．０～１．０，设置４７组滚动摩擦系数 μｒ，模拟不同滚
动摩擦系数μｒ下的颗粒堆积情况。选取滑动摩擦
系数μｓ为０．１，０．４和０．９三组试验数据进行对照
分析绘成曲线，如图１１所示。

图１１　滚动摩擦系数μｒ－堆积高度ｈ曲线

从图１１可以看出，随着滚动摩擦系数 μｒ的增
大，三条曲线整体呈增长趋势，且滑动摩擦系数 μｓ
曲线在滚动摩擦系数μｒ较小时增长率较大，随着滚
动摩擦系数μｒ的继续增大，三条曲线的曲率逐渐减
小，并有逐渐趋于０．０的趋势，由此说明，滚动摩擦
系数μｒ仅在一定取值范围内对颗粒材料堆积稳定
性产生显著影响；颗粒材料的滑动摩擦系数 μｓ不
同，滚动摩擦系数μｒ对其堆积稳定性产生影响的参
数取值范围也有差别，而且可以看出滑动摩擦系数

μｓ＝０．１的颗粒稳定堆积高度随滚动摩擦系数 μｒ的

增加呈阶梯式增长，分析原因，认为是粒间滑动摩擦

系数μｓ较小的颗粒在堆积过程中的运动以滑动为
主，对滚动阻力不敏感，当滚动摩擦系数 μｒ有明显
增加时才会提高其堆积稳定性，从而形成了阶梯式

的堆积高度增长曲线。

为研究颗粒形状不规则程度与等效滚动阻力间

的关系，设置滚动摩擦系数μｒ＝０．０００，０．０２７，０．０６０
和０．３００四组工况进行离散元模拟，将模拟结果进
行拟合绘成曲线如图１２所示。

图１２　四种滚动摩擦系数下，滑动摩擦
系数μｓ－堆积高度ｈ曲线

从图１２中可以看出，滑动摩擦系数 μｓ为０．０
时，堆积高度为０．２２ｍ，与颗粒直径相同，说明此时
颗粒只堆一层，无法形成稳定堆积体；滚动摩擦系数

μｒ为０．０时，滑动摩擦对颗粒材料的堆积稳定性几
乎不起作用，滚动摩擦系数不为０．０时，颗粒稳定堆
积高度随滑动摩擦系数μｓ的增大而增大，说明颗粒
材料的堆积稳定性受滑动摩擦和滚动摩擦共同影

响。

同时，滚动摩擦系数 μｒ＝０．３的曲线在滑动摩
擦系数μｓ在０．０～０．２范围内曲率较大，滚动摩擦
系数μｒ＝０．０６的曲线在滑动摩擦系数 μｓ在０．０～
０．３范围内曲率较大，当滑动摩擦系数 μｓ继续增加
超过此范围时，曲线的曲率迅速减小并趋于０．０；而
滚动摩擦系数μｒ＝０．０２７的曲线在滑动摩擦系数μｓ
在０～１范围内一直呈现明显增长趋势。由此说明，
当滚动摩擦系数μｒ不为０．０时，滑动摩擦对颗粒堆
积稳定性的影响随滚动摩擦系数 μｒ的增大而减小。
这一结论与有限元中多边形颗粒堆积过程模拟得到

的规律相类似，Ｏｄａ等［１０］也认为滚动阻力不仅与颗

粒间的接触有关，还与颗粒形状密切相关，由此说

明，颗粒形状的不规则程度可用等效滚动阻力进行

表达。

３．４　等效滚动阻力与颗粒不规则形状相关关系
将有限元模型中多边形颗粒的稳定堆积结果和
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离散元模型中不同滚动摩擦系数 μｒ下的圆形颗粒
的稳定堆积结果进行对比。通过调整滚动摩擦系数

μｒ的参数值，确定与四种形状颗粒对应的等效滚动

摩擦系数，将与四种形状颗粒的模拟结果较为近似

的工况数据用指数函数进行拟合，绘制成滑动摩擦

系数μｓ－堆积高度ｈ曲线，见图１３。

图１３　四种颗粒形状对应的等效滚动阻力

　　由此可确定，与形状系数 ｓ＝０．７７７６对应的滚
动摩擦系数范围是μｒ＝０．０６６～０．０６９，与形状系数
ｓ＝０．９２９９对应的滚动摩擦系数范围是 μｒ＝０．０５４
～０．０５７，与形状系数ｓ＝０．９５２１对应的滚动摩擦系
数范围是 μｒ＝０．０５１～０．０５４，与形状系数 ｓ＝
０．９７３６对应的滚动摩擦系数范围是 μｒ＝０．０４２～
０．０４５。因此，颗粒形状的不规则特性可在一定范围
内通过滚动摩擦系数μｒ来表征。

４　结　论
（１）颗粒形状的不规则特性在滑动摩擦系数取

值为０．０～０．３范围内对颗粒堆积稳定性影响显著，
在此范围内，相同滑动摩擦系数下，颗粒形状越不规

则，稳定堆积高度越高；滑动摩擦系数取值超过０．３
时，不同形状颗粒的稳定堆积高度无明显差异。

（２）滑动摩擦系数对颗粒堆积稳定的敏感性受
颗粒形状影响，即颗粒形状越饱满，对稳定堆积高度

影响显著的滑动摩擦系数取值影响范围越大：正三

角形颗粒对稳定堆积高度敏感的滑动摩擦系数范围

是０．０～０．２，正五边形颗粒的范围是０．０～０．３，正
六边形颗粒的范围是０．０～０．４，正八边形颗粒的范

围是０．０～０．７。
（３）颗粒形状的不规则特性可在一定范围内通

过滚动摩擦系数来表征。正三角形颗粒对应的滚动

摩擦系数可取值范围０．０６６～０．０６９，正五边形颗粒
的可取值范围０．０５４～０．０５７，正六边形颗粒的可取
值范围０．０５１～０．０５４，正八边形颗粒的可取值范围
０．０４２～０．０４５。
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