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平动位移模式下挡土墙后有限宽度无黏性填土

主动土压力极限分析

林宇健，杨钧滔，吕艳平
（福州大学，福建 福州 ３５０１１６）

摘　要：工程设计中，常常碰到挡土墙紧邻岩壁，墙后填土宽度受限的情况。由于不满足墙后半无限填
土的基本假设，有限宽度填土破坏模式与半无限填土不同，墙后土压力分布形式与经典土压力理论也不

一致。为准确分析有限宽度填土的受力特性，可以通过极限分析方法开展研究。研究发现有限宽度填

土极限破坏时，土体内呈现多楔体坍塌破坏模式，坍塌区与岩壁相接触后产生另一簇滑动面发展至地

面。减小墙后填土宽度，增大岩壁倾角，墙土摩擦角，有助于减小挡土墙所受主动土压力。为计算有限

宽度填土主动土压力，根据有限宽度填土破坏模式，将坍塌区填土划分为无数与破坏滑动面相平行的斜

向微分土条单元，采用极限平衡法建立了计算平动位移模式下有限宽度无黏性填土主动土压力的解析

模型。计算结果与极限分析结果，已有理论方法和试验数据对比验证了其合理性，可以为挡土墙设计提

供参考依据。
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　　在各类工程中墙后填土的主动土压力是重要的
验算荷载及设计依据［１－３］，经典的 Ｃｏｕｌｏｍｂ［４］及
Ｒａｎｋｉｎｅ［５］土压力理论公式简洁，参数明确，因此得
到了广泛的应用。现如今，由于工程用地紧张或地

质条件限制，时常会出现挡土墙紧邻岩壁，墙后填土

宽度有限的情况（见图１）。经典土压力理论中“墙
后填土为半无限体”的基本假定已无法满足，计算

结果会产生较大误差。

图１　有限宽度填土工程形态

墙后有限宽度填土的土压力计算问题已引起许

多学者的注意。Ｔａｋｅ等［６］及 Ｆｒｙｄｍａｎ等［７］采用离

心模型试验的方法分别测量了不同填土宽度条件下

的静止土压力及主动土压力。Ｋｈｏｓｒａｖｉ等［８］及Ｙａｎｇ
等［９］采用缩尺模型试验分别研究了挡墙不同位移

模式下有限宽度土体变形位移场及土压力分布。数

值分析方法则用于分析土体破坏时的应力状态及塑

性滑动面形态，Ｆａｎ等［１０］及 Ｌｉ等［１１］分别通过有限

元及离散元方法模拟有限宽度土体破坏。Ｙａｎｇ
等［１２］提出有限宽度土体破坏后墙土界面产生裂缝，

回填料泄露，导致墙后土体应力重分布。应宏伟

等［１３］研究表明土体极限破坏时产生交叉式多道滑

动面，提出有限宽度土体破坏滑动面的数量与土体

宽深比有关。Ｌｉ等［１４］研究了三维条件下有限宽度

填土土压力问题。现有的研究中数值模拟通常是采

用弹塑性方法，通过控制挡墙位移或强度折减法使

得墙后土体达到塑性状态。然而随着挡墙位移量的

增大，土体颗粒重排列再平衡，有限宽度土体的极限

状态的确定通常存在误差。极限分析方法基于土体

的应力应变关系，应用简单，求解意义明确，得到了

一些学者的青睐。杨贞贞等［１５］采用 ＤＬＯ方
法［１６－１７］研究了三级加筋土挡墙的安全稳定性和破

坏模式。Ｃｈｅｎ等［１８］采用有限元极限分析软件 Ｏｐ
ｔｕｍＧ２不同宽度及墙土摩擦角条件下有限填土破坏
模式，认为反射式滑动面数量与墙土界面强度有关。

当墙土界面强度较低时，滑动面发展至墙面后将沿

墙面滑动。Ｏ’Ｎｅａｌ等［１９］和Ｚｈａｎｇ等［２０］通过原位测

试研究有限宽度土体土压力随施工过程的变化。一

系列研究结果表明有限宽度土体土压力呈非线性分

布且小于 Ｃｏｕｌｏｍｂ理论计算值。Ｌｅｓｈｃｈｉｎｓｋｙ等［２１］

及Ｌａｗｓｏｎ等［２２］通过极限平衡法推导了有限宽度填

土主动土压力式；Ｇｒｅｃｏ［２３－２４］基于多个滑楔体的假
定，认为滑动面以折线的形式发展至土体表面，采用

极限平衡法计算有限宽度土体侧压力，并考虑了地

震荷载的作用。

综上，“有限宽度填土”与“半无限土体”最主要

的差别在于墙后土体形状及两侧墙面摩擦作用对填

土的影响，要准确分析有限宽度土体主动土压力，需

要对极限状态下土体的破坏模式进行深入探究。采

用极限分析方法探究不同参数对有限宽度填土破坏

模式和主动土压力的影响。根据极限分析结果，建

立考虑有限宽度填土破坏模式的土压力计算模型，

并推导相应的主动土压力求解方法。

１　极限分析模型
１．１　ＤＬＯ模型

ＤＬＯ（ＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙＬａｙｏｕｔＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＤＬＯ）是
近年来发展的一种数值极限分析方法。它可以广泛

的应用于工程上的各类问题。相较于其他有限元

法，ＤＬＯ方法是将平面塑性应变问题用不连续的点
线段表示，其最终目标是识别破坏机制中最小上限

荷载因子所对应的不连续点线排列，有效的自动化

了上限极限分析的求解过程。为了得到精确的解，

必须考虑大量的潜在不连续点。因此，在问题域中

紧密分布了间隔节点，并将每个节点与其他节点相

连。图 ２是一个挡土墙模型的节点分布图，其中具
有最低能量耗散的破坏机制用粗线段显示［１７］。

图２　ＤＬＯ挡土墙模型节点分布图［１７］

１．２　材料参数及计算模型
１．２．１　几何模型

有限宽度填土的分析模型如图３所示。填土左
侧为刚性挡墙，墙土接触面竖直，墙高 Ｈ＝１０ｍ；填
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土右侧为岩石面，岩石与填土的界面倾角为 β，分别
取７５°，８０°，８５°，９０°；挡土墙与岩石面底部间距为
Ｂ，分别取０．１５、０．３０、０．５０、１．００倍墙高。为了保证
计算精度，计算模型具体节点数量根据不同的模型

尺寸确定。填土底部和右侧岩体做固定约束，左侧

挡墙底部做竖向约束。挡土墙左侧边界上设置一个

挤压填土方向的固定荷载以保持自重条件下模型保

持静置状态，同时设置一个背离填土方向的变动荷

载开启充分因子选项使其不断增大直至墙后填土达

到极限状态。

图３　有限宽度填土分析模型

１．２．２　材料参数
由于只考虑填土的极限破坏状态不考虑其应力

应变过程，因此墙后无黏性填土采用理想弹塑性模

型Ｍｏｈｒ－Ｃｏｕｌｏｍｂ材料模拟，其中，土体重度 γ＝
１５．８ｋＮ／ｍ３，内摩擦角φ＝３６°。左侧墙土界面摩擦
角为δ，分别设置为０、１／３φ、２／３φ、φ。右侧填土与
岩壁界面考虑为充分摩擦界面，外摩擦角等于内摩

擦角。

１．２．３　模型验证
如图４所示，取Ｂ／Ｈ＝２．００，挡土墙面光滑。由

ＤＬＯ方法模拟得到墙后填土主动极限破坏模式和
挡土墙面受到的主动土压力。

图４　近似半无限填土主动极限破坏

从图４中可以看到墙后填土呈现单楔体坍塌破
坏，破坏滑动面由挡土墙墙趾处发展至地面，坍塌区

为三角形与Ｃｏｕｌｏｍｂ［４］土压力理论相符。土压力分

布与Ｃｏｕｌｏｍｂ［４］土压力理论单楔体计算值基本一
致。由此可以说明 ＤＬＯ方法可以正确分析挡土墙
后填土破坏模式及土压力分布。

２　有限宽度填土破坏模式
根据已有的研究结果可知，“有限宽度填土”与

“半无限土体”最主要的差别在于墙后填土几何形

状及两侧边界摩擦作用对填土的影响。为深入研究

分析各影响因素对墙后填土破坏模式和挡土墙所受

主动土压力的影响，采用控制变量法改变单一参数

进行研究分析。

２．１　挡土墙与岩石面间距对破坏模式的影响
图５为不同挡土墙与岩石面间距 Ｂ条件下的

填土主动破坏模式及土压力分布图。其中，墙土界

面摩擦δ＝２／３φ，右侧界面竖直。从图中可以看出
有限宽度填土极限破坏时，破坏坍塌区内有两簇相

交的滑动面（ａ，ｂ）。值得注意的是当 Ｂ／Ｈ＝０．５０
时，滑动面发展至右侧岩体，此时主动土压力分布与

Ｂ／Ｈ＝１．００时基本一致；随着 Ｂ的减小，坍塌区与
岩石面的接触面逐渐增大，每当 ａ簇滑动面发展至
右侧界面会反射发展一条 ｂ簇滑动面，每当 ｂ簇滑
动面发展至左侧界面会再次反射发展一条ａ簇滑动
面直至发展至地面。当ａ簇滑动面未与右侧界面相
交时，主动土压力结果与 Ｃｏｕｌｏｍｂ［４］理论计算值一
致，但当ａ簇滑动面交与右侧界面且形成 ｂ簇滑动
面后，随填土宽度的减小，主动土压力不断减小。由

此可以给出“半无限土体”与“有限宽度土体”的临

界宽度，

Ｂｃｒ＝Ｈ（ｃｏｔα１－ｃｏｔβ） （１）
其中：α１为ａ簇滑动面的倾角。
２．２　岩石面倾角对破坏模式的影响

图 ６为不同岩壁倾角条件下的有限宽度填土
主动破坏模式及土压力分布图。其中，墙后填土土

方量相等，挡土墙面摩擦角 δ＝２／３φ。从图６中可
以看出，右侧界面倾角β越大，由右侧界面发展的 ｂ
簇滑动面数量越多，同时坍塌区的面积越小，主动土

压力随之减小。因此，工程中增大岩壁面倾角有助

于减小挡土墙所受土压力。

２．３　墙土摩擦角对破坏模式的影响
图 ７为不同挡土墙墙面摩擦条件下的有限宽

度填土破坏模式及土压力分布图。其中，Ｂ／Ｈ＝
０．３，右侧界面竖直。从图７中可以看出，随着墙土
摩擦角的增大，坍塌区内滑动面的密度提高，滑楔体

数量增加。光滑墙土界面所受主动土压力明显大于
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粗糙墙面，但由土压力分布可知，粗糙墙面的墙土摩 擦角变化对主动土压力的影响不大。

图５　不同Ｂ条件下的填土主动破坏模式及土压力分布图

图６　不同β条件下的填土主动破坏模式及土压力分布图

图７　不同δ条件下的填土主动破坏模式及土压力分布图

３　主动土压力计算
基于上述ＤＬＯ极限分析的结果，为适应有限宽

度填土多楔体坍塌破坏模式的特点，可以将填土划

分为多个斜向微分土条单元，建立有限宽度填土平

动位移模式下的主动土压力计算模型（见图 ８）。
解析方法的基本假设如下：

（１）墙后填土为无黏性土。
（２）破坏滑楔体由无数个彼此相互平行的潜在

平面滑动面组成。

（３）平动位移模式下破坏滑动面与边界相交时
即发生反射直至发展至填土顶面［２３］。

通过对每一个楔体的极限平衡分析，可以组合

计算得到挡墙所受土压力。其中由挡土墙发展的 ａ
簇滑动面（ＣＤ，ＥＦ）倾角为α１，由岩壁发展的ｂ簇滑
动面（ＤＥ）倾角为α２。Ｃｈｅｎ等

［２５］证明了有限土体内

滑动面倾角与Ｃｏｕｌｏｍｂ计算值的误差较小。为简化
计算，剪切带倾角按照Ｃｏｕｌｏｍｂ［４］方法取值，
ｃｏｔα′＝－ｃｏｔ（β′－δ′－φ）＋

－ｃｏｔβ′＋ｃｏｔ（β′－δ′－φ）［ｃｏｔ（β′－δ′－φ）＋ｃｏｔφ槡 ］

（２）
其中，计算ａ簇滑动面倾角时，β′＝π／２，δ′＝δ；计
算ｂ簇滑动面倾角时，β′＝β，δ′＝φ。
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图８　主动土压力计算模型

　　如图 ８（ａ）所示，将坍塌区 ＡＢＣＤ划分滑楔体
ＡＢＣＤ，ＡＢＤＥ，ＡＦＥ［２３］。图 ８（ｂ）、图８（ｃ）、图８（ｄ）
为微分土条单元的划分原则。以潜在滑动面 ＢＴ，
ＡＧ为界可以分别将滑楔体 ＡＢＣＤ和滑楔体 ＡＢＤＣ
划分为由墙面发展至填土顶面的微分土条单元Ⅰ和
由一侧边界发展至另一侧边界的微分土条单元Ⅱ。
临界点Ｔ、Ｇ的深度位置分别为ｚｃｒ１和ｚｃｒ２，

ｚｃｒ１＝（Ｂ＋Ｈｃｏｔβ）ｔａｎα１ （３）
ｚｃｒ２＝（Ｂ＋Ｈｃｏｔβ）ｓｉｎα２ｓｉｎβｃｓｃ（α２＋β） （４）

３．１　土条单元受力分析
３．１．１　第Ⅰ类土条单元

图 ９为第Ⅰ类土条单元 ＡＢＣＤ受力分析图，垂
直厚度为ｄｚ。作用在ＡＢＣＤ上的作用力包括：

（１）土条单元重力为Ｗ１，当ＡＤ为挡土墙面时，
α′＝α１；当ＡＤ为岩石面时，α′＝α２，若α′值已知，则
Ｗ１的大小、方向及作用点位置均已知，省略二阶微
分量得：

Ｗ１ ＝γｚｄｚ（ｃｏｔα′＋ｃｏｔβ′） （５）
其中，当ＡＤ为挡土墙面时，β′＝π／２；当ＡＤ为岩石
面时，β′＝β。

（２）土体作用在滑动面上的支持反力为 Ｆ，ｄＦ
是滑动面上摩擦力与法向力的合力增量，它与滑动

面的法线夹角等于土体的内摩擦角φ。
（３）ＡＤ面上的推力为ｅ。当ＡＤ为挡土墙面时，ｅ

与墙背法线的夹角等于墙土摩擦角δ′＝δ；当ＡＤ为
岩石面时，ｅ与岩石面法线的夹角等于填土内摩擦
角δ′＝φ。
由正弦定理可以得出，

ｅ＝Ｗ１
ｃｏｓ（α′－β′－φ）
ｃｏｓ（α′－δ′－φ）

（６）

联立式（５），式（６）得，

ｅ＝ｃｏｓ（α′－β′－φ）（ｃｏｔα′＋ｃｏｔβ′）ｃｏｓ（α′－φ－δ′） γｚｄｚ（７）

图９　第Ⅰ类土条单元受力分析

３．１．２　第Ⅱ类土条单元
图１０为第Ⅱ类土条单元ＡＢＣＤ受力分析图，垂

直厚度为ｄｚ。作用在第Ⅱ类土条单元上的作用力包
括：

（１）土条单元重力为Ｗ２，当ＡＤ为挡土墙面时，
α′＝α１；当ＡＤ为岩石面时，α′＝α２，若α′值已知，则
Ｗ２的大小、方向及作用点位置均已知，省略二阶微
分量得，

Ｗ２ ＝
１
２γｄｚ

ｓｉｎ（α′＋β′１）
ｓｉｎ２β′１ｓｉｎ（α′－β′２）

［Ｂｚｃｏｓ（β′１＋β′２）－

Ｂｚｃｏｓ（β′１－β′２）－２（Ｈ－ｚ）ｓｉｎ（β′１＋β′２）］ （８）

其中，Ｂｚ＝Ｂ＋（Ｈ－ｚ）
ｔａｎβ′２＋ｔａｎβ′１
ｔａｎβ′１ｔａｎβ′２

，当ＡＤ为挡土

墙面时，β′１ ＝π／２，β′２ ＝β；当 ＡＤ为岩石面时，
β′１ ＝β，β′２ ＝π／２。

（２）土体作用在滑动面上的反力 Ｆ，ｄＦ是滑动
面上摩擦力与法向力的合力增量，它与滑动面的法

线夹角等于土体的内摩擦角φ。
（３）挡土墙对土条单元的作用力为ｅ，当ＡＤ为
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挡土墙面时，ｅ与墙背法线的夹角等于墙土摩擦角
δ′１＝δ；当ＡＤ为岩石面时，ｅ与岩石面法线的夹角等
于填土内摩擦角δ′１ ＝φ。

（４）另一侧挡土墙对土条单元的作用力为 ｅｚ，
当ＢＣ为挡土墙面时，ｅｚ与墙背法线的夹角等于墙土
摩擦角δ′２ ＝δ；当ＢＣ为岩石面时，ｅｚ与岩石面法线
的夹角等于填土内摩擦角δ′２ ＝φ。

图１０　第Ⅱ类土条单元受力分析

由竖向力平衡可得，

Ｗ２ ＝ｅ２ｓｉｎπ２－β′２＋δ′( )２ ＋ｄＦｓｉｎπ２－α′＋( )φ＋
ｅｓｉｎπ

２－β′１＋δ′( )１ （９）

整理得，

ｄＦ＝［Ｗ２－ｅｃｏｓ（β′１－δ′１）－ｅｚｃｏｓ（β′２－δ′２）］×
ｓｅｃ（α′－φ） （１０）
由水平力平衡可得，

ｅｃｏｓπ
２－β′１＋δ′( )１ ＝ｅｚｃｏｓπ２－β′２＋δ′( )２ ＋

ｄＦｃｏｓπ
２－α′＋( )φ （１１）

联立式（１０）、式（１１）得，

ｅ＝
Ｗ２ｓｉｎ（α′－φ）－ｅｚｓｉｎ（α′－β′２＋δ′２－φ）

ｓｉｎ（α′＋β′１－δ′１－φ）

（１２）
其中，ｅｚ计算深度为
ｚｎ＋１ ＝ｚｎ＋［Ｂ＋（Ｈ－ｚ）ｃｏｔβ′１＋（Ｈ－ｚ）ｃｏｔβ′２］×
ｃｓｃ（α′－β′２）ｓｉｎα′ｓｉｎβ′２ （１３）

由图 １０（ａ）可知，土条单元ＡＢＣＤ与右侧墙面
的接触长度与左侧不同。可由几何关系得土条单元

ＡＢＣＤ与右侧墙面接触的垂直厚度为 ∏
ｎ

ｉ＝１
Ａ( )ｉｄｚ，其

中 ｉ为正数 ｉ＝１，２，３…。当 ｉ为奇数时，Ａｉ ＝
ｓｉｎ（α１＋β１）ｓｉｎβ２
ｓｉｎ（β２－α１）ｓｉｎβ１

； 当 ｉ 为 偶 数 时，Ａｉ ＝

ｓｉｎ（α２＋β２）ｓｉｎβ１
ｓｉｎ（β１－α２）ｓｉｎβ２

。

３．２　计算流程
上述方法是通过不同类型的土条单元组合计算

并采用数值积分的方法计算得到任意深度位置的土

压力。由式（７）、式（１２）可以得到土压力合力
Ｅ＝Ｈ０ｅｄｚ （１４）

可以采用有限差分法将式（７）、式（１２）转化为，

ｅｉ＝
ΔＥ
Δｚ
＝
Ｅｉ＋１－Ｅｉ
ｚｉ＋１－ｚｉ

（１５）

其中ｉ取正整数ｉ＝１，２，３…。主动土压力系数可由
下式确定，

Ｋａｉ＝
ｅｉ

γΔｚ（ｉ－０．５）
（１６）

图１１为求解深度ｚｎ位置处的土压力计算示意
图和土条单元之间力的传递机制。首先计算楔体

ＡＥＦ中深度ｚｎ＋２位置，垂直厚度为 Ａ１Ａ２ｄｚ的第Ⅰ类
土条单元（１）所受左侧挡墙作用力 ΔＥ１。然后计算
楔体ＡＢＤＥ中深度ｚｎ＋１位置，垂直厚度为 Ａ１ｄｚ的第
Ⅱ类土条单元（２）所受右侧挡墙作用力 ΔＥ２。值得
注意的是，在对土条单元（２）进行受力分析时，土条
单元（２）同时也受到了左侧挡墙所施加的作用力
ΔＥ１，而ΔＥ１在上一步的土条单元（１）的受力分析中
已经求得。最后求得楔体 ＡＢＣＤ中深度 ｚｎ位置，垂
直厚度为ｄｚ的第Ⅱ类土条单元（３）所受左侧挡墙作
用力ΔＥ３。同理此时右侧挡墙对土条单元（３）的作
用力为ΔＥ２。

图１１　土压力计算原理

３．３　公式验证
Ｙａｎｇ等［９］的平动位移模式下有限宽度填土主
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动土压力模型试验，其中填土参数为：土体重度γ＝
１４．９ｋＮ／ｍ３，内摩擦角φ＝３２．８°，两侧挡墙竖直β＝
９０°，墙土摩擦角δ＝２２°。为验证本文所提土压力计
算方法的适用性，将本文方法与 Ｙａｎｇ等［９］的模型

试验结果，ＤＬＯ数值分析结果，以及 Ｃｈｅｎ等［２５］和

Ｆｒｙｄｍａｎ等［７］的解析方法进行对比。图１２是各方
法所求得的主动土压力系数的延深度方向的分布情

况。从图１２中可以看出本文法得到的主动土压力
系数与 Ｙａｎｇ等［９］模型试验结果十分接近，由于

ＤＬＯ方法得到的是能量上限解，因此主动土压力系
数小于模型试验结果。

图１２　公式验证

４　结　论
（１）采用ＤＬＯ方法研究了平动位移模式下有

限宽度无粘性填土主动破坏模式。有限宽度填土极

限破坏时土体呈现多楔体坍塌破坏模式。随着填土

宽度的减小，坍塌区与岩石面的接触面逐渐增大，每

当一条ａ簇滑动面发展至右侧界面会反射发展一条
ｂ簇滑动面，每当 ｂ簇滑动面发展至左侧界面会再
次反射发展一条ａ簇滑动面直至发展至地面。

（２）给出了“半无限填土”与“有限宽度填土”
的临界宽度。右侧界面倾角 β越大，由右侧界面发
展的ｂ簇滑动面数量越多，同时坍塌区的面积越小，
主动土压力随之减小。随着墙土摩擦角的增大，坍

塌区内滑动面的密度提高，滑楔体数量增加。光滑

墙土界面所受主动土压力明显大于粗糙墙面，但由

土压力分布可知，粗糙墙面的墙土摩擦角对主动土

压力的影响不大。因此，工程中减小填土宽度、增大

岩壁面倾角并保持挡土墙面粗糙有助于减小挡土墙

所受土压力。

（３）根据ＤＬＯ极限分析结果，将极限状态时墙

后坍塌区土体划分为无数与滑动面相互平行的斜向

微分土条单元，提出了平动位移模式下有限宽度无

粘性填土主动土压力的求解方法。对比 ＤＬＯ极限
分析结果、已有理论研究和试验数据验证了所提出

的计算方法的适用性，可以为挡土墙设计提供参考。
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