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带裂缝圆弧曲梁面内振动方程的摄动解析
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摘　要：裂缝将影响曲梁结构的动力特性，为了研究带裂缝曲梁的自振特征，将裂缝模拟成曲梁开裂区
微段内的横截面折减，采用窗函数Ｄ表示曲梁的裂缝位置，引入无量纲参数 ε，得到带裂缝曲梁全长范
围内的质量和刚度表达式，建立了带裂缝曲梁面内振动微分控制方程，采用摄动法求解方程导出了带裂

缝曲梁的面内模态频率和振型计算公式。最后用算例分析验证了公式的正确性并分析了不同裂缝参数

下曲梁动力特性变化规律，结果表明裂缝深度和宽度与自振频率呈负相关的关系。
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　　曲梁在公路桥梁工程中已经得到广泛的应用，
其动力特性是曲梁结构设计中所关注的重要内容，

随着使用年限的增加，桥梁结构的强度和刚度将下

降［１］，在复杂的工作环境下可能会产生开裂损伤，

如果曲梁出现裂缝，其动力特性就会产生变化，通过

研究桥梁结构动力特性的变化来识别其损伤特性是

当前一个重要研究课题。如何准确模拟和分析裂纹

对桥梁工程的曲梁动力特性具有重要意义。

曲梁的振动问题国内外已有广泛的研究［２－７］。

但由于曲梁计算理论十分繁冗和带损伤问题的复杂

性，在现有曲梁的研究文献中，曲梁振动问题研究对

象均为无损伤的完整曲梁，研究中均未考虑裂缝等

损伤对曲梁的动力特性的影响；对于带裂缝结构动

力特性的研究成果则主要集中在直线梁。现有的研



究中裂缝模拟方法主要分两种：第一种为无质量转

动等效弹簧模拟裂纹［８－１０］，该方法缺点在于模拟裂

纹的等效弹簧模型计算复杂，且不能直接描述裂缝

特性；另一种方法为直接将梁开口裂纹模拟成梁微

段内的横截面折减，采用摄动法分析裂纹梁的动力

特性。一些学者基于摄动理论对带开口裂缝桥梁的

简支梁、悬臂梁以及连续梁［１１－１３］动力特性进行了研

究 ，但是以上文献研究对象均为直梁，带裂缝曲线

梁的动力特性及损伤识别理论还有待于进一步研

究；目前本文基于圆弧曲梁面内自由振动微分方程，

采用摄动法将裂缝损伤展开成一阶摄动，推导了带

裂缝曲梁固有频率、模态振型的解析式，通过数值计

算验证了所提公式的正确性，分析了不同损伤程度

下的动力参数的的变化规律，为带损伤的曲梁动力

特性及损伤识别理论研究作了必要准备工作。

１　带裂缝圆弧曲梁振动方程

１．１　带裂缝圆弧曲梁的基本计算模型
以等截面匀质圆弧曲梁（以下简称为曲梁）为

研究对象，采用三维流动直角坐标系，沿曲梁形心轴

的切向方向为ｘ轴，圆心方向为ｚ轴，垂直于曲线平
面向下方向为ｙ轴；坐标系符合右手螺旋法则，如图
１所示。

图１　三维流动直角坐标系

图２为一矩形截面圆弧曲梁裂缝计算模型，曲
梁梁半径为Ｒ，长度为ｌ，横截面高度为ｈ，宽度为ｂ，
假定在曲梁的ｘｄ处有一处裂缝，裂缝深度为 ｈｄ，宽
度为Δｌ，则损伤部分梁的截面惯性矩为：

　　Ｉｄ ＝
１
１２ｂ（ｈ－ｈｄ）

３ ＝１１２ｂｈ
３（１－

ｈｄ
ｈ）

３ （１）

令ε＝
ｈｄ
ｈ，Ｉ０＝

１
１２ｂｈ

３，将式（１）展开，假定裂缝

为非贯穿裂缝，裂缝深度远小于梁的高度，由于ε＝
ｈｄ
ｈ远小于１，故可略去ε的高阶小项，那么：

Ｉｄ ＝Ｉ０（１－３ε） （２）
同理，令ｍ０ ＝ρｂｈ，ρ为材料密度，那么在梁的

损伤部分，单位长度梁的质量为：

ｍｄ ＝ρｂ（ｈ－ｈｄ）＝ｍ０（１－ε） （３）
如果在曲梁在ｘｄ处的小区域内存在裂缝，考虑

在曲梁的全部长度上，其截面惯性矩的函数表达式

可以用窗函数Ｄ来进行表示，定义窗函数

　　Ｄ（ｘ－ｘｄ）＝
１，　ｘｄ≤ｘ≤ｘｄ＋Δｌ

０，　　　　{
其他

（４）

那么在梁的全部长度上，截面惯性矩的函数表

达式为：

Ｉｄ（ｘ）＝Ｉ０［１－３εＤ（ｘ－ｘｄ）］ （５）
同理在梁的全长范围内，单位长度质量也可以

用窗函数表示为：

ｍｄ（ｘ）＝ｍ０［１－εＤ（ｘ－ｘｄ）］ （６）

图２　带裂缝曲梁模型

由于弯扭耦合导致面外振动求解极为复杂，本

文中暂只考虑面内振动的情况，文献［１４］推导了单
跨简支预应力圆弧曲梁面内振动微分方程，本文中

直接引用该文献导出的方程，令预加力 Ｐ＝０即可
得到无损伤状态下曲梁振动微分方程：

２

ｘ２
ＥＩｄ（ｘ）

２ｖ
ｘ[ ]２ ＋ＥＩｄ（ｘ）Ｒ２ ２ｖ

ｘ２
＋ｍｄ（ｘ）

２ｖ
ｔ２
＝０

（７）
上式中ｖ为曲梁的径向位移函数，采用分离变

量法可以得到方程：

　 ２

ｘ２
［ＥＩｄ（ｘ）″］＋

ＥＩｄ（ｘ）
Ｒ２

″＋ｍｄ（ｘ）λ＝０

（８）
式中：λ为特征值；为振型函数。

在无损伤状态下弹性模量Ｉｄ（ｘ）和单位长度质
量 ｍｄ（ｘ）分别为常数 Ｉ０和 ｍ０，可采用分离变量
法［１５］求解得到无损伤曲梁的第 ｉ阶特征值和振型
函数：

　ω０ｉ ＝ λ０槡ｉ ＝ｉ
２ １
ｍＥＩ０

π４

ｌ４
－１ｍ

ＥＩ０
Ｒ２
π２

ｌ槡 ２ （９）
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０ｉ（ｘ）＝Ａｉｓｉｎ
ｉπｘ
Ｌ （１０）

其中Ａｉ为任意非零常数。
将式（５）和式（６）代入式（８）可以得到带裂缝

状态下曲梁的自由振动微分方程：

ｄ２

ｄｘ２
ＥＩ０ １－３εＤ（ｘ－ｘｄ( )）[ ]″＋

ＥＩ０
Ｒ２
［１－３εＤ（ｘ－

ｘｄ）］″－λｍ０［１－εＤ（ｘ－ｘｄ）］＝０ （１１）
１．２　带裂缝曲梁动力学方程的摄动解

裂缝深度远小于截面高度，ε和Δｌ均为小量，假
定开裂后曲梁的特征值和振型函数是开裂前的一个

微小扰动，根据摄动理论，开裂后的特征值和振型可

表示为：

λｉ＝λ
０
ｉ－ελ

１
ｉ＋Ｏ（ε） （１２）

ｉ＝
０
ｉ－ε

１
ｉ＋Ｏ（ε） （１３）

其中 λ０ｉ，
０
ｉ是完整梁的第 ｉ阶特征值和振型函数，

ελ１ｉ和ε
１
ｉ是裂缝引起的特征值和振型函数的一阶

摄动量，Ｏ（ε）为关于ε的一阶无穷小量，将式（１２）
和式（１３）代入式（１１），分别提取ε０和ε１项系数令
其为零，略去高阶小项，整理后可得：

　　ＥＩ０［
０
ｉ］
＋
ＥＩ０
Ｒ２
［０ｉ］

″－λ０ｍ０
０
ｉ ＝０ （１４）

ＥＩ０［
１
ｉ］
＋
ＥＩ０
Ｒ２
［１ｉ］

″－λ０ｉｍ０
１
ｉ ＝－３ＥＩ０

ｄ２

ｄｘ２

Ｄ（ｘ－ｘｄ）［
０
ｉ］[ ]″－３

ＥＩ０
Ｒ２
Ｄ（ｘ－ｘｄ）［

０
ｉ］″＋λ

１
ｉｍ０

０
ｉ

＋λ０ｉｍ０Ｄ（ｘ－ｘｄ）
０
ｉ （１５）

可以看出ε０项系数式（１４）正好为无损状态下
曲梁的特征值表达式。振型一阶摄动量１ｉ可以表示
为０ｊ（ｊ＝１，２，３…）的线性组合

［１２］。

１ｉ ＝∑
ｎ

ｊ＝１ｊ≠ｉ
ηｉｊ

０
ｊ （１６）

ηｉｊ为组合系数。

将式（１６）代入式（１５），令μｊ＝
ｊπ
ｌ可得：

ＥＩ０∑
ｎ

ｊ＝１
ηｉｊμ

４
ｊ
０
ｊ＋
ＥＩ０
Ｒ２∑

ｎ

ｊ＝１
ηｉｊμ

２
ｊ
０
ｊ－λ

０
ｉｍ０∑

ｎ

ｊ＝１
ηｉｊ

０
ｊ

＝－３ＥＩ０
ｄ２

ｄｘ２ Ｄ（ｘ－ｘｄ）
０″[ ]
ｉ ＋３

ＥＩ０
Ｒ２
Ｄ（ｘ－ｘｄ）

０″
ｉ ＋

λ１ｉｍ０
０
ｉ＋λ

０
ｉｍ０Ｄ（ｘ－ｘｄ）

０
ｉ （１７）

将式（１７）乘以ｋ阶完整曲梁的模态振型０ｋ，在
整个梁的长度上进行积分。考虑到模态的正交性可

得：

ＥＩ０ηｉｋμ
４
ｋ∫
ｌ

０
（０ｋ）

２ｄｘ＋
ＥＩ０
Ｒ２
ηｉｋμ

２
ｋ∫
ｌ

０
（０ｋ）

２ｄｘ－

λ０ｉｍ０ηｉｋ∫
ｌ

０
（０ｋ）

２ｄｘ＝－３ＥＩ０∫
ｌ

０

ｄ
ｄｘ２ Ｄ（ｘ－ｘｄ）［

０
ｉ］[ ]″·

０ｋｄｘ＋３
ＥＩ０
Ｒ２∫

ｌ

０
Ｄ（ｘ－ｘｄ）［
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０
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ｌ

０
λ０ｉｍ０Ｄ（ｘ－ｘｄ）

０
ｉ
０
ｋｄｘ （１８）

由积分中值定理可知：

　　　∫
ｌ

０

ｄ２

ｄｘ２ Ｄ（ｘ－ｘｄ）［
０
ｉ］[ ]″０ｋｄｘ＝

　　　μ４ｉ
０
ｉ（ｘｄｉ）

０
ｋ（ｘｄｉ）Δｌ （１９）

∫
ｌ

０
λ０ｉｍ０Ｄ（ｘ－ｘｄ）

０
ｉ
０
ｋｄｘ＝λ

０
ｉｍ０

０
ｉ（ｘｄｉ）

０
ｋ（ｘｄｉ）Δｌ

（２０）

∫
ｌ

０
Ｄ（ｘ－ｘｄ）

０″
ｉ

０
ｋｄｘ＝－μ

２
ｉ
０
ｉ（ｘｄｉ）

０
ｋ（ｘｄｉ）Δｌ（２１）

其中ｘｄ≤ｘｄｉ≤ｘｄ＋Δｌ。由于振型为连续函数且
裂缝宽度Δｌ极小，可认为 ０ｉ（ｘｄｉ）＝

０
ｉ（ｘｄ），将式

（１９）—式（２１）代入式（１８），可以进一步化为：

（ＥＩ０ηｉｋμ
４
ｋ＋
ＥＩ０
Ｒ２
ηｉｋμ

２
ｋ－λ

０
ｉｍ０ηｉｋ）∫

ｌ

０
（０ｋ）

２ｄｘ＝

－３ＥＩ０μ
４
ｉ
０
ｉ（ｘｄ）

０
ｋ（ｘｄ）Δｌ－３

ＥＩ０
Ｒ２
μ２ｉ

０
ｉ（ｘｄ）

０
ｋ

（ｘｄ）Δｌ＋∫
ｌ

０
λ１ｉｍ０

０
ｉ
０
ｋｄｘ＋λ

０
ｉｍ０

０
ｉ（ｘｄ）

０
ｋ（ｘｄ）Δｌ

（２２）
分别考虑当ｉ＝ｋ和ｉ≠ｋ时的情况，可以求得：

λ１ｉ ＝
２Δｌ（３ＥＩ０μ

４
ｉ＋３

ＥＩ０
Ｒ２
μ２ｉ－λ

０
ｉｍ０）［

０
ｉ（ｘｄ）］

２

ｍ０ｌ

（２３）
ηｉｋ ＝

（－３ＥＩ０μ
４
ｉ
０
ｉ－３

ＥＩ０
Ｒ２
＋λ０ｉｍ０）

０
ｉ（ｘｄ）

０
ｋ（ｘｄ）Δｌ

（ＥＩ０μ
４
ｋ＋
ＥＩ０
Ｒ２
μ２ｋ－λ

０
ｉｍ０）∫

ｌ

０
（０ｋ）

２ｄｘ

（２４）
将式（１６）、式（２３）、式（２４）代入式（１２）和式

（１３），进一步化简后得：

　　　λｉ＝ｉ
４（
１
ｍＥＩ０

π４

ｌ５
－１ｍ

ＥＩ０
Ｒ２
π２

ｌ３
）

　　　 ｌ－４εΔｌｓｉｎ２
ｉπｘｄ[ ]ｌ （２５）

　　ηｉｋ ＝
－４ｉ４Δｌｓｉｎ

ｉπｘｄ
ｌｓｉｎ

ｋπｘｄ
ｌ

（ｋ４－ｉ４）ｌ
，　ｉ≠ｋ （２６）

由式（２５）和式（２６）可以看出，当裂缝宽度或
者裂缝相对深度为零的时候，振型和特征值的一阶
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摄动值均为零，即退化为无损伤状态下的曲梁特征

值问题。

２　算例分析
２．１　数值验证和适用性分析

采用有限元数值分析方法验证所提方法的正确

性和适用范围，无损伤状态的曲梁计算模型各物理

参数见表１。

表１　曲梁物理参数

梁长度

／ｍ
截面宽度

／ｍ
截面高度

／ｍ
密度

／（ｋｇ·ｍ－３）
弹性模量

／Ｐａ

１０ ０．４ １．６ ２５００ ３．５×１０１０

２．１．１　圆心角对自振频率的影响
由式（９）无损伤曲梁自振频率计算公式可以得

到，θ＝ｌＲ必须小于 π，θ为圆心角，当 θ＝π时曲梁

为一个半圆拱，此时 ω０ｉ＝０，这显然是不合理的，因
此在梁长一定的情况下，必须确定圆心角合理的范

围。为了分析圆心角对曲梁面内自振频率的影响，

采用数值分析方法进行验证；以表１中的无损状态
下曲梁为计算对象，采用梁单元建模，分别计算在曲

梁长度一定的情况下，不同圆心角下的曲梁面内自

振频率，并与理论值进行对比。计算结果见表２和
图３。

图３　圆心角对曲梁自振频率的影响

表２　不同圆心角曲梁自振频率计算结果

圆心角θ
摄动法计算频率／Ｈｚ

一阶 二阶

数值计算频率／Ｈｚ

一阶 二阶

相对误差η／％

一阶 二阶

　 π／２ ５．８７７４ ２３．５０９５ ６．０８５３ ２４．９５１７ ３．５３７ ６．１３５

　７π／１６ ６．１０２６ ２４．４１０６ ６．２２１３ ２５．１３７５ １．９４５ ２．９７８

　３π／８ ６．２９１４ ２５．１６５４ ６．３５１０ ２５．３９５１ ０．９４７ ０．９１３

　５π／１６ ６．４６６７ ２５．７８６９ ６．４６９１ ２５．７０７７ ０．０３７ ０．３０７

　 π／４ ６．５７１１ ２６．２８４４ ６．５７５１ ２６．０７３０ ０．０６１ ０．８０４

　３π／１６ ６．６６６３ ２６．６６５０ ６．６５９５ ２６．４０４５ ０．１０２ ０．９７７

　１π／８ ６．７３３４ ２６．９３３５ ６．７２２９ ２６．７００８ ０．１５６ ０．８６４

　１π／１６ ６．７７３３ ２７．０９３４ ６．７６２３ ２６．９０３３ ０．１６２ ０．７０２

　　由表２可以看出，在梁长一定的情况下圆心角
越小，自振频率越大，数值分析结果和理论分析结果

一致，其中当圆心角 θ＝π／２时，理论结果与数值分
析结果相比，一阶频率的误差为３．５３７％，二阶频率
的误差为６．１３５％；随着圆心角的不断减小，相对误
差也逐渐减小，当 θ＝３π／８时，一阶和二阶频率的
误差均小于１％，本文提出的公式适用于圆心角θ＝
３π／８时的计算，当圆心角较大即半径过小的时候不
宜用本文的公式进行计算，而应该考虑用拱的理论。

２．１．２　裂缝深度自振频率的影响
假定曲梁在跨中处存在裂缝，裂缝的相对深度

ε分别取０．０５、０．１、０．２、０．３、０．４、０．５，裂缝宽度取
５ｍｍ。采用梁单元模拟曲梁，裂缝采用截面高度折
减方式模拟，进行特征值分析求解自振频率。运用

式（２５）计算带裂缝曲梁自振频率理论值，理论分析

结果和数值分析结果见表３。
由计算结果表３可以看出，当裂缝相对深度小

于等于０．３的时候，数值计算结果和理论计算结果
吻合，其中一阶频率计算最大相对误差为０．２６５％，
二阶频率最大相对误差为０．８１４％，误差较小。但
是当裂缝相对深度大于０．３时，理论计算结果和数
值分析结果偏差有增大趋势。这是由于摄动法本身

适用于解决“小扰动”的问题，而当 ε过大的时候已
经不能再将截面的折减视为“小扰动”，此时本方法

不再适用。

另外理论分析和数值分析都可以看出，裂缝位

于跨中部位时，对一阶频率的影响较大，而对二阶频

率几乎没有影响，这是因为裂缝所在的跨中位置位

于一阶振型的峰值处和二阶振型的反弯点处。裂缝

位置对动力特性的影响不可忽略。
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表３　跨中存在裂缝时频率计算结果

相对深度ε
摄动法计算频率／Ｈｚ

一阶 二阶

数值计算频率／Ｈｚ

一阶 二阶

相对误差η／％

一阶 二阶

０．００ ６．７４８３ ２６．９９３２ ６．７３７４ ２６．７７３５ ０．１６２ ０．８１４

０．０５ ６．７４７６ ２６．９９３２ ６．７３６４ ２６．７７３５ ０．１６６ ０．８１４

０．１０ ６．７４７０ ２６．９９３２ ６．７３５５ ２６．７７３４ ０．１７０ ０．８１４

０．２０ ６．７４５６ ２６．９９３２ ６．７３２２ ２６．７７３４ ０．１９９ ０．８１４

０．３０ ６．７４４３ ２６．９９３２ ６．７２６４ ２６．７７３４ ０．２６５ ０．８１４

０．５０ ６．７４１６ ２６．９９３２ ６．６９４０ ２６．７７３２ ０．７０６ ０．８１５

０．６０ ６．７４０２ ２６．９９３２ ６．６４５０ ２６．７７３２ １．４１２ ０．８１５

２．２　裂缝对动力特性的影响
由数值验证分析可知裂缝位置与曲梁动力特性

的变化有很大的关系，裂缝深度和裂缝宽度都对自

振频率有一定的影响；以前述曲梁为例，用式（２５）
进行计算，绘制裂缝深度和裂缝宽度对频率的影响

图形，由于其他裂缝对一阶频率的影响与其他阶次

频率的影响图形相差不大，文中只绘制了裂缝宽度

和深度对一阶频率的影响图形，见图４；裂缝位置对

一阶—四阶频率的影响见图５—图８。由计算结果
可以看出，裂缝宽度和相对深度越大，频率降低越

多，但总体上频率下降幅度很小，分析认为自振频率

是一个整体的指标，而局部微裂缝对曲梁整体刚度

和质量分布的影响很小，故局部的梁裂缝对曲梁自

振频率影响较小，无法通过自振频率的变化来有效

识别曲梁的损伤。

图４　裂缝宽度和深度对一阶频率的影响

图５　不同位置裂缝对一阶频率的影响

图６　不同位置裂缝对二阶频率的影响

图７　不同位置裂缝对三阶频率的影响
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图８　不同位置裂缝对四阶频率的影响

此外裂缝的位置对曲梁各阶次的频率变化有较

大的影响，其影响与各阶次的振型有明显的相关性。

当裂缝位于振型的峰值附近时影响较大，而位于振

型的反弯点的时候则几乎没有影响。

３　结　论
推导了带裂缝曲梁振动微分方程，采用摄动法

求解方程得到了带裂缝曲梁的面内模态频率和振型

近似解析计算公式。进行数值计算验证了公式的正

确性，分析了其适用范围，得到以下结论。

（１）在梁长一定的情况下，本文的公式在圆心
角θ＜３π／８时有较高的计算精度，但是 θ＞３π／８时
会有较大的误差，此时应考虑使用拱的理论。

（２）随着裂缝深度和裂缝宽度越大，曲梁自振
频率下降越多，且裂缝位置对曲梁各阶次的频率的

影响与各阶次的振型形状相关；但是当裂缝损伤程

度较小的情况下，带裂缝曲梁的动力特性与完好曲

梁相差不大。
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