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摘　要：应用比例边界有限元法（ＳＢＦＥＭ）研究了带填充结构圆柱形容器内液体横向晃荡问题。忽略流
体的黏性并假设流体不可压缩，利用变分原理，推导出各子域速度势的ＳＢＦＥＭ控制方程，引入贝塞尔函
数作为基本解并根据匹配边界条件求解控制方程。将ＳＢＦＥＭ计算结果与解析解进行比较，在很少的离
散单元下能得到很高的计算精度，从而验证了该方法的精确性和高效性。同时，数值结果表明选取合适
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ａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅ

　　液体晃荡，广泛存在于运输、航天、土木、核电领
域等诸多实际工程中，也是储液罐设计主要考虑因

素之一。对液体晃荡的研究由来已久，基于小波振

幅的假设，１９５４年Ｓｅｎｄａ等［１］率先求得了圆柱形容

器液体晃荡的解析解。近几年，圆柱形容器液体晃

荡在实验及数值研究方面取得了很多的成果，并且

ＦＬＵＲＮＴ等流体力学仿真软件也得到了广泛的应
用［２－３］。忽略流体黏性并假设流体不可压缩，Ｔｅｔ

ｓｕｙａ等［４］研究了地震激励下带浮顶圆柱形储桶的

晃荡响应。Ｓｙｇｕｌｓｋｉ［５］在不可压缩势流假设的基础
上，采用边界元方法研究了三维液体晃荡问题。采

用变分原理，Ｔａｋａｈａｒａ等［６］分析了在俯仰激励下圆

柱形容器非线性晃荡特性，并通过实验验证了非线

性分析结果的有效性。Ｌｅｅ等［７］通过假设流动为小

振幅理想晃动，分析了底部有间隙的环形圆槽内液

体晃荡的固有频率。Ｚｈｅｎ等［８］应用变量分离和拉



普拉斯变换方法研究了圆柱形储罐内分层液体的三

维晃荡运动。Ｃｈｅｎ等［９］采用正则化边界积分法研

究了二维和三维容器（包括圆柱形容器）中的非线

性液体晃荡问题。

比例边界有限元方法（ＳｃａｌｅｄＢｏｕｎｄａｒｙＦｉｎｉｔｅ
ＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＳＢＦＥＭ），由 Ｗｏｌｆ等［１０］在 ２０世纪
９０年代提出，该方法结合了有限元方法和边界元方
法的优点，仅需离散计算域边界，使计算维度减一。

相对于边界元方法，该方法无需基本解；相对于有限

元方法，它具有在比例坐标下径向解析的特性，从而

提高了数值计算精度。许多学者已经成功将该方法

应用于液体晃荡领域。例如，Ｌｉｎ等［１１］将比例边界

有限元方法应用在水平外部激励下圆柱形或者轴对

称水箱液体晃荡的分析。Ｌｉｕ等［１２］基于线性势流理

论，研究了带Ｔ形挡板的卧式圆柱罐内液体晃荡问
题。应用比例边界有限元方法，Ｗａｎｇ［１３］研究了二
维椭圆形容器内Ｔ形挡板对液体晃荡响应的影响。
本文基于线性势流理论，应用变分原理推导出带填

充结构圆柱形容器内 ＳＢＦＥＭ控制方程并引入相应
边界条件进行求解。同时开展了在横向外部激励作

用下相对波数、填充介质系数和填充半径等参数对

液体晃荡特征影响的研究。

１　比例边界有限元方程推导
如图１所示，假设液体无黏且不可压缩，圆柱形

容器半径为ｂ，同轴圆柱形填充结构半径为 ａ，容器
内液体深度为 Ｈ。假设容器底部固定，容器壁为刚
性。在ｘ轴方向上作用外部水平位移激励 ｘ＝
Ａｅ－ｉωｔ，其中Ａ为位移的幅值，ω为角频率，ｔ为时间，
同时假设Ａ足够小，液体自由表面满足线性势流理
论。

图１　带填充结构圆柱形容器示意图

将整个计算域划分为填充子域 Ω１和非填充子
域Ω２。其中，填充结构内可采用“固体泡沫球”

［１４］

等填充物，使得该填充结构满足Ｓｏｌｌｉｔｔ等［１５］在１９７２
年所建立的流体与大孔隙多孔介质作用数学模型。

基于线性势流理论，分离出时间因子，将速度势

表示为

Φ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝（ｘ，ｙ，ｚ）ｅ－ｉωｔ （１）
复速度势函数（ｘ，ｙ，ｚ）在整个计算域内满足拉普
拉斯方程

２
ｘ２
＋

２
ｙ２
＋

２
ｚ２
＝０ （２）

及线性自由液面条件


ｚ
－ω

２

ｇ＝０，　ｚ＝０ （３）

容器边界条件


ｚ
＝０，　ｚ＝－Ｈ （４）

其中ｇ为重力加速度。
引入边界条件，将变量ｚ分离出来，速度势函数

（ｘ，ｙ，ｚ）可表示为

　　（ｘ，ｙ，ｚ）＝０（ｘ，ｙ）
ｃｏｓｈｋ０（ｚ＋Ｈ）
ｃｏｓｈｋ０Ｈ

＋

∑
∞

ｍ＝１
ｍ（ｘ，ｙ）ｃｏｓｋｍ（ｚ＋Ｈ） （５）

上式右边第一项代表传播模态，第二项代表非传播

模态。ｋ０和ｋｍ（ｍ＝１，２，…，∞）分别为传播模态和
非传播模态的波数，且满足下述色散方程

ω２ ＝ｇｋ０ｔａｎｈｋ０Ｈ （６）

ω２ ＝－ｇｋｍｔａｎｋｍＨ，ｍ＝１，２，…，∞ （７）
计算域中 ０（ｘ，ｙ）和 ｍ（ｘ，ｙ）分别满足二维

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程及修正的Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程
２０
ｘ２

＋
２０
ｙ２

＋ｋ２００ ＝０ （８）

　
２ｍ
ｘ２

＋
２ｍ
ｙ２

－ｋ２ｍｍ ＝０，ｍ＝１，２，…，∞ （９）

用Ⅰ 和Ⅱ 分别代表计算子域 Ω１、Ω２的速度
总势，在ｒ＝ａ处，两个子域之间的耦合边界条件可
表示为

εⅠ，ｎ ＝－Ⅱ，ｎ （１０）
（ｓ＋ｉｆ）Ⅰ ＝Ⅱ （１１）

其中：ε为多孔介质孔隙度系数；ｆ为线性阻力系数；ｓ
为惯性系数。

容器边壁处边界条件表示为

Ⅱ，ｎ ＝－ｉωＡｃｏｓθ，　ｒ＝ｂ （１２）
其中：θ为域内任一点与 轴正向所成的角度。
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采用变分原理推导比例边界有限元方程。

０（ｘ，ｙ）和ｍ（ｘ，ｙ）在边界上的法向导数分别满足
０
ｎ
＝珋ｖｏｎ （１３）

ｍ
ｎ
＝珋ｖｍｎ，　ｍ＝１，２，…，∞ （１４）

珋ｖｏｎ和珋ｖｍｎ为传播模态和非传播模态在容器壁上法向
速度，式（９）、式（１４）中下标ｍ代表非传播模态的阶
数，为了简便，下文不再提及ｍ的取值范围。

方程（８）、式（９）的等效泛函形式可以表示为

　δＦ（０）＝δ
１
２∫
Ω

０
( )ｘ

２

＋ ０
( )ｙ

２

[( －

ｋ２０ ]２
０ ｄΩ－∫

Γ

珋ｖ０ｎ０ｄ )Γ ＝０ （１５）

　δＦ（ｍ）＝δ
１
２∫
Ω

ｍ
( )ｘ

２

＋ ｍ
( )ｙ

２

[( ＋

ｋ２ｍ
２]
ｍ ｄΩ－∫

Γ

珋ｖｍｎｍｄ )Γ ＝０ （１６）

为应用ＳＢＦＥＭ求解泛函变分式（１５）、式（１６），
首先建立比例边界有限元坐标系（ξ，ｓ）。在域内选择
一点Ｏ（^ｘ０，^ｙ０）作为ＳＢＦＥＭ的相似中心（本文选择
圆心处），分别建立围绕比例中心的环向坐标ｓ和从
比例中心出发辐射到边界的径向坐标 ξ，如图２所
示。径向坐标在比例中心处为 ξ＝０，在计算区域的
半径为ｂ边界上ξ＝１。

图２　比例边界有限元计算方法示意图

直角坐标系（^ｘ，^ｙ）与比例边界有限元坐标系
（ξ，ｓ）的变换关系如下：

ｘ^＝ｘ^０＋ξｂｃｏｓ（ｓ／ｂ） （１７）
ｙ^＝ｙ^０＋ξｂｓｉｎ（ｓ／ｂ） （１８）

在比例坐标系统中拉普拉斯算子表示为：

 ＝１ｂ
ｃｏｓ（ｓ／ｂ）
ｓｉｎ（ｓ／ｂ{ }

）


ξ
＋１
ξ
－ｓｉｎ（ｓ／ｂ）
ｃｏｓ（ｓ／ｂ{ }

）


ｓ

（１９）

根据等参变换概念，速度势函数可采用插值函

数Ｎ（ｓ）进行离散：
　　（ξ，ｓ）＝Ｎ（ｓ）φ（ξ）＝φＴ（ξ）ＮＴ（ｓ） （２０）

将式（１９）、式（２０）代入式（１５），可得传播模态

ＳＢＦＥＭ控制方程及边界条件：
ξ２φ０（ξ），ξξ＋ξφ０（ξ），ξ－Ｅ

－１
０Ｅ２φ０（ξ）＋ξ

２φ０（ξ）＝０
（２１）

Ｅ０ξφ０（ξ），ξ ξ＝ξ０ ＝－∫
ｓ

Ｎ（ｓ）Ｔ珋ｖｏｎ（ξ０，ｓ）ξ０ｄｓ （２２）

Ｅ０ξφ０（ξ），ξ ξ＝ξ１ ＝∫
ｓ

Ｎ（ｓ）Ｔ珋ｖｏｎ（ξ１，ｓ）ξ１ｄｓ （２３）

式中系数矩阵

　　　　Ｅ０ ＝∫
ｓ

１
ｂＮ（ｓ）

ＴＮ（ｓ）ｄｓ （２４）

　　　　Ｅ１ ＝０ （２５）

　　　　Ｅ２ ＝∫
ｓ

ｂ（Ｎ（ｓ），ｓ）
ＴＮ（ｓ），ｓｄｓ （２６）

同理得非传播模态 ＳＢＦＥＭ控制方程及边界条
件

ξ２φｍ（ξ），ξξ＋ξφｍ（ξ），ξ－Ｅ
－１
０Ｅ２φｍ（ξ）－ξ

２φｍ（ξ）＝
０ （２７）

Ｅ０ξφｍ（ξ），ξ ξ＝ξ０ ＝－∫
ｓ

Ｎ（ｓ）Ｔ珋ｖｍｎ（ξ０，ｓ）ξ０ｄｓ （２８）

Ｅ０ξφｍ（ξ），ξ ξ＝ξ１ ＝∫
ｓ

Ｎ（ｓ）Ｔ珋ｖｍｎ（ξ１，ｓ）ξ１ｄｓ （２９）

２　比例边界有限元方程求解
域Ω１内速度势可以重新表示为：

　φⅠ（ξ，ｚ）＝φⅠ０（ξ）
ｃｏｓｈｋ０（ｚ＋Ｈ）
ｃｏｓｈｋ０Ｈ

＋

∑
∞

ｍ＝１
φⅠｍ（ξ）ｃｏｓｋｍ（ｚ＋Ｈ） （３０）

式（２１）、式（２７）为齐次贝塞尔微分方程，其解
的形式可表达为：

　　φⅠ０（ξ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃ０ｊＪｒｊ（ξ）Ｔｊ＝ＴＪ（ξ）Ｃ０ （３１）

　　φⅠｍ（ξ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｃｍｊＩｒｊ（ξ）Ｔｊ＝ＴＩ（ξ）Ｃｍ （３２）

其中：Ｔｊ为ｎ阶向量；ｃ０ｊ和ｃｍｊ为系数；Ｊｒｊ（ξ）为第一
类贝塞尔函数；Ｉｒｊ（ξ）为第一类修正的贝塞尔函数。
考虑贝塞尔函数和第一类修正贝塞尔函数的性质并

将式（３１）代入式（２１），将式（３２）代入式（２７），可得

∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｅ－１０Ｅ２－ｒ

２
ｊＩ）Ｔｊｃ０ｊＪｒｊ（ξ）＝０ （３３）

∑
ｎ

ｊ＝１
（Ｅ－１０Ｅ２－ｒ

２
ｊＩ）ＴｊｃｍｊＩｒｊ（ξ）＝０ （３４）

同时考虑ｃ０ｊＪｒｊ（ξ）、ｃｍｊＩｒｊ（ξ）的任意性可得特征
方程

（Ｅ－１０Ｅ２－ｒ
２
ｊＩ）Ｔｊ＝０ （３５）

设λｊ为 Ｅ
－１
０Ｅ２特征值，由此 ｒｊ＝ λ槡ｊ，并且 Ｔｊ为
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Ｅ－１０Ｅ２的特征向量。
类似地，Ω２内速度势可以表示为

　φⅡ（ξ，ｚ）＝φⅡ０（ξ）
ｃｏｓｈｋ０（ｚ＋Ｈ）
ｃｏｓｈ（ｋ０Ｈ）

＋

∑
∞

ｍ＝１
φⅡｍ（ξ）ｃｏｓｋｍ（ｚ＋Ｈ） （３６）

其中φⅡ０（ξ）和φⅡｍ（ξ）分别满足比例边界有限元
控制方程式（２１）和式（２７），以及边界条件式（２２）、
式（２３）、式（２８）和式（２９）。方程式（２１）和式（２７）
的解的形式可表达为：

　φⅡ０（ξ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
（ａ０ｊＪｒｊ（ξ）＋ｂ０ｊＹｒｊ（ξ））Ｔｊ

＝Ｔ（Ｊ（ξ）Α０＋Ｙ（ξ）Ｂ０） （３７）

　φⅡｍ（ξ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
（ａｍｊＩｒｊ（ξ）＋ｂｍｊＫｒｊ（ξ））Ｔｊ

＝Ｔ（Ｉ（ξ）Αｍ ＋Ｋ（ξ）Ｂｍ） （３８）
其中：ａ０ｊ、ｂ０ｊ、ａｍｊ和ｂｍｊ为系数；Ｙｒｊ（ξ）为第二类贝塞
尔函数；Ｋｒｊ（ξ）为第二类修正的贝塞尔函数。

将式 （３７）、 式 （３８）代 入 式 （１２）， 利 用
ｃｏｓｈｋ０（ｚ＋Ｈ）
ｃｏｓｈ（ｋ０Ｈ）

和ｃｏｓｋｍ（ｚ＋Ｈ）在ｚ＝［０，Ｈ］上的正

交性，可得：

Ｔ（Ｊ′０ｂＡ０＋Ｙ′０ｂＢ０）＝－
２ｉωΑｓｉｎｈ（２ｋ０Ｈ）

ｋ０（ｓｉｎｈ（２ｋ０Ｈ）＋２ｋ０Ｈ）
ｃｏｓθ

（３９）

Ｔ（Ｉ′ｍｂＡｍ ＋Ｋ′ｍｂＢｍ）＝－
４ｉωΑｓｉｎ（ｋｍＨ）

ｋｍ（ｓｉｎ（２ｋｍＨ）＋２ｋｍＨ）
ｃｏｓθ

（４０）
当ｒ＝ａ，由式（９）得：

　　　ε珋ｖⅠ０ｎ ＝－珋ｖⅡ０ｎ，ε珋ｖⅠｍｎ ＝－珋ｖⅡｍｎ （４１）
将式（３１）、式（３２）代入式（２３），将式（３７）、式

（３８）代入式（２８），联立后式（１１）、式（４１）表示为：
　　　（ｓ＋ｉｆ）Ｊ０ａＣ０ ＝Ｊ０ａＡ０＋Ｙ０ａＢ０ （４２）
　　　（ｓ＋ｉｆ）ＩｍａＣｍ ＝ＩｍａＡｍ ＋ＫｍａＢｍ （４３）
　　　εＪ′０ａＣ０ ＝Ｊ′０ａＡ０＋Ｙ′０ａＢ０ （４４）
　　　εＩ′ｍａＣｍ ＝Ｉ′ｍａＡｍ ＋Ｋ′ｍａＢｍ （４５）

联立式（３１）、式（３２）、式（３７）、式（３８）、式
（３９）、式（４０）、式（４２）、式（４３）、式（４４）、式（４５），可
求得所有系数矩阵，代入式（３０）、式（３６）可求得
Ω１、Ω２的速度势。

水平向晃荡力Ｆｘ以通过对ｚ进行积分得到

Ｆｘ ＝∫
０

－Ｈ

ｄＦｐｘ
ｄｚ ｒ＝ａ＋

ｄＦｐｘ
ｄｚ ｒ＝ｃ＋

ｄＦｐｘ
ｄｚ( )ｒ＝ｂｄｚ（４６）

其中，
ｄＦｐｘ
ｄｚ为单位长度晃荡力。用ρＡｇｋ０ｔａｎｈ（ｋ０Ｈ）·

πｂ２Ｈ对Ｆｘ进行归一化，并表示为无量纲晃荡力
Ｆｘ 。

３　计算结果及分析
为了验证ＳＢＦＥＭ方法在填充结构圆柱形容器

内液体晃荡问题的精确性和高效性，将本方法计算

结果与解析解［１６］进行对比。选取计算参数如下：填

充结构半径 ａ＝０（相当于无填充结构），容器半径
ｂ＝１．０ｍ，重力加速度 ｇ＝９．８１ｍ／ｓ２，液体密度
ρ＝１．０ｇ／ｃｍ３，容器内液面深度 Ｈ＝２．０ｍ，Ａ＝０．１
ｍ，波数ｋ＝０．６。采用４个、１２个、２０个二阶３节点
单元对容器边壁有限元离散。图３给出了 ＳＢＦＥＭ
计算结果与解析解归一化后容器边壁处自由液面液

面高程（η／Ａ）的对比。从图３中可以看出，在较少
的离散单元下，即可得到与解析解相吻合的计算结

果，从而验证了本方法具有很高的精度及计算效率。

图３　容器边壁液面高程与解析解的对比

用本文提出的方法，对四组不同填充结构系数

情况下容器内晃荡问题进行了研究。系数 ε、ｆ取值
分别为：（１）ε＝０．２０、ｆ＝５．０；（２）ε＝０．４５、ｆ＝
２．０；（３）ε＝０．８０、ｆ＝２．０；（４）ε＝１．００、ｆ＝０．０。
其中惯性系数取定值 ｓ＝１．０。对于流体而言，即流
域内没有填充物时，孔隙率系数ε＝１．０，阻力系数
ｆ＝０，惯性力系数ｓ＝１．０。在此基础上研究了相对
波数ｋｂ、填充结构半径ａ、孔隙度系数ε和线性阻力
系数ｆ等参数对容器内晃荡力及自由液面高程的影
响，以下为数值计算的结果。

图４描述了填充半径ａ＝０．３、ａ＝０．５时相对
波数ｋｂ变化对系统晃荡力 Ｆｘ 的影响。从图中可

以看出，随着相对波数的增加， Ｆｘ 呈现出先增大

后减小之后再缓慢增大的趋势；四组参数中，随着 ε
的增加及ｆ的减小， Ｆｘ 峰值先减小后增大，峰值

对应的相对波数随之增大；且当 ε＝０．４５、ｆ＝２．０
时所对应的 Ｆｘ 的峰值最小。
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图４　系统晃荡力随相对波数的变化

图５描述了当填充系数为ε＝０．４５、ｆ＝２．０时，
考虑四种填充半径 ａ（取值分别为 ０．１、０．３、０．５、
０．７）条件下系统晃荡力 Ｆｘ 及ｘ正方向上容器边
壁处液面高程 η ／Ａ随相对波数的变化。由图中可
以看出，填充半径ａ增大时， Ｆｘ 峰值及 η ／Ａ峰
值均减小， Ｆｘ 及 η ／Ａ峰值对应相对波数也随
之减小；当填充半径ａ由０．１增加０．５时， Ｆｘ 峰值
及 η ／Ａ峰值减小幅度较大，当填充半径 ａ由０．５
增加到０．７时， Ｆｘ 峰值及 η ／Ａ峰值减小趋势
变缓。以上情况表明，填充结构可以有效减缓液体晃

荡的程度，减小晃荡产生的冲击压力对容器的破坏。

同时，相对于改变填充结构参数，改变容器内填充区

域的范围能取得更好的减晃效果，在实际工程中也

易于实现。

图６描述了填充系数为ε＝０．８、ｆ＝０．２和两种
波数（ｋｂ＝１．０，２．０）条件下，填充半径ａ变化对晃
荡力的影响。图中可以看出，随着填充半径的增加，

系统晃荡力与容器壁处晃荡力变化趋势一致，数值

差别很小；填充半径ａ增加时，填充结构边壁处晃荡
力变化较为平稳，且始终远小于系统晃荡力与容器

壁处晃荡力。同时，由图６（ａ）可知，在ｋ＝１．０时，随
着晃荡半径的增加，系统晃荡力、容器壁处晃荡力及

填充结构边壁处晃荡力增加较为平稳；由图６（ｂ）可
知，在ｋ＝２．０时，随着填充半径ａ的增加，系统晃荡

图５　不同填充半径下，相对波数对晃荡的影响

图６　晃荡力随填充半径ａ的变化

力与容器边壁晃荡力先减小后增大，并且在ａ＝０．６
左右时晃荡力值取得最小。

４　结　论
（１）与解析解结果对比表明，比例边界有限元
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方法在很少的离散单元即可得到很高的计算精度，

验证了本文采用方法在液体晃荡问题研究的精确性

及高效性。

（２）填充半径ａ一定时，孔隙度系数 ε和线性
阻力系数ｆ的变化，对无量纲晃荡力峰值及峰值对
应相对波数有显著的影响；所研究四组填充参数情

况中，采用ε＝０．４５、ｆ＝２．０时，晃荡力峰值取得最
小值。

（３）随着填充半径 ａ的增加，无量纲晃荡力峰
值及峰值对应相对波数都随之减小；当填充半径 ａ
大于０．５并继续增大时，峰值减小趋势变缓，即此时
增大填充区域后减晃的效果不明显。
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