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基于矢量和法的三维边坡滑面搜索研究
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摘　要：基于矢量和法的分析理论，进行了三维边坡临界滑动面的搜索研究。用数值方法求得边坡应
力场后，通过矢量和法稳定性分析程序及滑面搜索程序，求解了三维边坡的临界滑面问题。对比研究发

现：在二维情形下，利用矢量和分析理论对极限平衡法的临界滑面进行求解的结果与对其自身临界滑面

进行求解的结果比较接近；三维情形下，通过滑面搜索能得到更加准确的稳定性分析结果。
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　　临界滑动面的确定是边坡稳定性分析过程中的
基础问题，目前大部分边坡稳定性分析方法都是以

某一滑体或滑面为对象进行的。定义边坡临界滑面

的方法有多种，邵国建等［１］研究了利用干扰能量等

值面图确定临界滑动面。孙冠华等［２］提出临界滑

面上的点为沿深度方向上等效塑性应变的极大值

点。而目前在工程中应用最广泛的是基于最小安全

系数的临界滑面定义方式。

自然界中的滑坡多呈现三维状态，三维极限平

衡分析方法直接从二维情况下发展而来，在这一过

程中为求解方程组引入的假设削弱了方法的理论与

适用性［３］。陈祖煜等［４－５］建立了三维极限平衡法的

上、下限分析体系。郑宏［６］提出了能适应任意形状

滑动面并能满足所有平衡条件的严格三维极限平衡

法。矢量和法最早由葛修润院士于１９８３年提出，该
方法抓住力是矢量这一基本属性，在极限平衡分析

与数值分析中均有应用［７－９］，且能很方便的扩展到

三维情形。

目前利用矢量和法进行边坡的稳定性分析时，

或结合地质调查情况与研究者经验确定潜滑面，或

参照极限平衡分析法的临界滑面，而并没有通过滑

面搜索确定矢量和法的临界滑面。对此，本文基于

边坡应力场，研究利用矢量和法进行三维边坡临界

滑面的搜索问题。

１　三维矢量和法理论
矢量和法用滑面上滑动力与抗滑力的矢量和来

求解安全系数，求解图示见图１。



其安全系数定义为：

Ｆｓ＝
Ｒ
Ｔ （１）

图１　三维矢量和法计算图示

其中：Ｒ为滑面上的抗滑力矢量和在滑动趋势方向
上的投影；Ｔ为滑面上的下滑力矢量和在滑动趋势
方向上的投影。Ｒ与Ｔ的计算见式（２）、式（３）：

Ｒ＝∫Ｓσｒ·（－Ｄ）ｄＳ （２）

Ｔ＝∫Ｓσｔ·ＤｄＳ （３）

式中：ｄＳ为滑面上的面元。
σｒ与σｔ为滑面上任一点的抗滑力与下滑力，分

别按式（４）、式（５）进行计算：
σｒ＝σｓ１＋σｎ１ （４）
σｔ＝σ·ｎ （５）

σｔ同时可以表示为：
σｔ＝σｓ２＋σｎ２ （６）

式中：σｎ１、σｓ１为该点的抗滑正应力与极限抗滑剪应
力；σｎ２、σｓ２为该点的下滑正应力与下滑切应力；σ
为该点的应力张量；ｎ为滑面上该点的外法向量（以
指向滑体内部为正）。σｎ２可由σｔ表示为：

σｎ２ ＝（σｔ·ｎ）ｎ （７）
σｎ１与σｎ２为一对作用力与反作用力，两者大小

相等，方向相反，即：

σｎ１ ＝－σｎ２ （８）
极限抗滑剪应力σｓ１的计算公式为：

σｓ１ ＝（ｃ－σｎ１·ｔａｎφ）·ｔ （９）
式中：σｎ１为该点正应力的大小，并采用拉正压负的
假定；ｔ为该点极限抗滑剪应力的方向向量。

郭明伟等［８］对三维情形下的矢量和法极限抗

滑剪应力方向ｔ进行了研究。ｔ的计算方式表述为：初
始滑动趋势方向Ｄ０在该点切平面上投影方向的反
方向。其中，初始滑动趋势方向Ｄ０定义为各ｄＳ面上
实际剪应力的合力矢方向，即：

Ｄ０ ＝
∫Ｓσｓ２ｄＳ

‖∫Ｓσｓ２ｄＳ‖
（１０）

Ｄ为滑动趋势方向，其定义为：滑面上极限抗滑
剪应力方向的反方向，即：

Ｄ＝
－∫Ｓ（ｃ－σｎ１·ｔａｎφ）·ｔｄＳ
‖∫Ｓ（ｃ－σｎ１·ｔａｎφ）·ｔｄＳ‖

（１１）

２　搜索算法
临界滑面的确定本质上是一个区域极值的求解

问题，目前很多研究工作集中在搜索算法的选择上，

常用搜索算法有遗传算法［１０－１１］、蚂蚁算法［１２］、神经

网络算法［１３］、模拟退火法［１４］等。本文采用的单纯型

调优法是一种局部化的搜索方法，具有简单高效的

特点［１５］。

以安全系数Ｆｓ为目标函数，对于确定的边坡应
力场，影响安全系数大小的因素就是滑面的位置。

初始滑动面一般通过一系列综合分析即可得

到。事实上，对实际工程来说，利用勘察的方法往往

能够确定潜在滑动面的大致位置。

对初始滑面Ｘ０：
Ｘ０ ＝｛ｘ１，ｘ２，…ｘｎ｝

Ｔ （１２）
式中：ｘ１，ｘ２，ｘｎ可以为滑面上点的坐标；滑面形状已
知的情况下，也可以是滑面方程中的参数。

利用初始单纯型Ｘ０构造初始单纯型Ｓ０：
Ｓ０ ＝｛Ｘ１，Ｘ２，…Ｘ１…Ｘｎ｝ （１３）

其中，

Ｘｉ＝Ｘ０＋ ｄ２，…，ｄ２，ｄ１
第ｉ行
，ｄ２，…，ｄ( )

２
Ｔ （１４）

ｄ１ ＝
ｔ
ｎ槡２

ｎ＋槡 １＋ｎ－( )１ （１５）

ｄ２ ＝
ｔ
ｎ槡２

ｎ＋槡 １－( )１ （１６）

式中：ｔ为单纯型的步距，可以根据实际情况进行调
整。

在初始单纯型Ｓ０的基础上，经过反射、扩张、压
缩、收缩等手段，让单纯型进行翻滚、变形并逐步地

向目标点靠拢，直到目标函数值（即安全系数Ｆｓ）满
足停机准则方可停止。

本文的停机准则为：除去令安全系数取最大值

的滑面Ｘｈ（即单纯型中令目标函数取最大值的点），
单纯型中其余各顶点的目标函数值（安全系数）的

均方差小于等于１×１０－４（该数可以根据需要进行
选取，也可选其他合适的数）时，停止搜索，见式
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（１７）。同时，取此时单纯型中目标函数的最小值为
最小安全系数，对应的滑面即为临界滑面。

１
ｎ＋１∑

ｎ

ｋ＝０
Ｆｓ（Ｘｋ）－Ｆｓ（珔Ｘ[ ]）

槡
２≤１×１０－４ （１７）

式中：珔Ｘ为去掉单纯型中目标函数（即安全系数）最
大值点Ｘｈ后剩余各点的形心，即：

珔Ｘ＝１ｎ∑ｊ≠ｈＸｊ （１８）

本文的基本搜索流程见图２。

图２　搜索流程图

本文利用单纯型法，从二维边坡入手，利用两个

算例分别进行二维与三维边坡的滑面搜索研究。

３　算　例
３．１　算例１－二维算例

许多边坡稳定性分析方法都用澳大利亚计算机

应用协会（ＡＣＡＤＳ）的边坡考题做过验证。该例取
自ＡＣＡＤＳ第一个考题 ＥＸ１（ａ）。ＥＸ１（ａ）是一个均
质边坡，数值计算所用的材料参数见表１。

表１　考题ＥＸ１（ａ）材料参数

ｃ
／（ｋＮ·ｍ－２）

φ
／（°）

γ
／（ｋＮ·ｍ－３）

Ｅ
／（ｋＮ·ｍ－２） μ Ｋ０

３．０ １９．６ ２０．０ １×１０４ ０．２５ ０．６５

　　首先建立模型：在有限元软件 ＡＢＡＱＵＳ中建立
边坡计算模型，采用 ＡＢＡＱＵＳ中的平面应变单元
（ＣＰＥ４），单元数目为５４５９个，边坡材料服从摩尔
－库仑强度准则。考题ＥＸ１（ａ）的有限元计算模型
见图３。

图３　算例１有限元模型

利用ＳＬＩＤＥ软件，可得利用极限平衡法求解得
到的临界滑动面位置，并以此滑动面为初始滑动面

进行滑面的搜索。

本文使用多项式拟合二维滑面曲线，为保证精

度，可采用了尽可能多的点。本文取初始滑面上的

１２个点来构造初始单纯型。
初始单纯型即为：

Ｘ０ ＝｛ｘ１，ｙ１，ｘ２，ｙ２，…ｘ１２，ｙ１２｝
Ｔ （１９）

ｔ取０．５，根据式（１３）— 式（１６）即可求得初始
单纯型Ｓ０。为节省篇幅，本文不再给出 Ｓ０的具体计
算过程。

滑面搜索过程见图４与图５。

图４　滑面搜索过程

图５　二维滑面搜索过程收敛曲线

矢量和法与其他三种常用极限平衡条分法计算

所得的临界滑面位置对比见图６。

图６　临界滑面位置对比

安全系数的计算结果可与澳大利亚岩土工程协
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会公布的裁判答案进行对比，见表２。

表２　二维边坡搜索结果对比分析

计算方法 安全系数
滑动趋势

方向θ／（°）
误差

／％

裁判答案（Ｄｏｎａｌｄ） １．００００ — ０．００

ＳＴＡＢ（Ｃｈｅｎ）［３］ ０．９９１０ — －０．９０

Ｆｅｌｌｅｎｉｕｓ条分法 ０．９４７０ — －５．３０

简化Ｂｉｓｈｏｐ法 ０．９８８０ — －１．２０

通用条分法 ０．９８４０ — －１．６０

矢量和法（初始滑面） １．００５７ ２４．００ ０．５７

矢量和法（临界滑面） １．００１５ ２４．０３ ０．１５

　　需指出的是，表２中滑动趋势方向 θ为与水平
方向的夹角，而极限平衡法是边坡稳定性分析软件

ＳＬＩＤＥ进行的；笔者认为，该软件在计算时没有考虑
材料的弹性，利用极限平衡法求安全系数时，可能会

使结果偏小。

３．２　算例２－三维算例
在二维分析的基础上，采用相同的思路进行三

维边坡滑动面的搜索。采用Ｚｈａｎｇ［１６］的三维边坡算
例，对自编的三维矢量和法程序进行验证。有许多

研究人员曾利用该算例来验证各自的边坡计算方

案，因而这里使用该算例也具有更高的可信度。

该边坡的坡比为１∶５，坡高为１２．２ｍ，滑动面
的形状为一个椭球面，其方程为：

（Ｘ－３６．６）２

２４．４２
＋（Ｚ－２７．４）

２

２４．４２
＋ Ｙ２

６６．９２
＝１

（２０）
边坡的尺寸以及滑动面在边坡中的位置见图

７；边坡模型在Ｙ轴方向的尺寸为２００ｍ，滑面位于
边坡的中间位置。

图７　三维边坡外形轮廓（单位：ｍ）

在ＡＢＡＱＵＳ中建立有限元模型，见图８。三维

有限元模型采用的是八节点六面体单元（Ｃ３Ｄ８），共
划分了７１１９０个单元。

图８　三维边坡有限元模型

该三维边坡为均质边坡，数值计算所用材料参

数见表３。利用ＡＢＡＱＵＳ软件进行有限元分析得到
边坡的应力场。

表３　三维边坡算例材料参数

Ｃ／（ｋＮ·ｍ－２） ／（°） γ／（ｋＮ·ｍ－３）Ｅ／（ｋＮ·ｍ－２） μ

２９．０ ２０ １８．８ １×１０５ ０．３

　　采用单纯型优化法搜索滑面并进行安全系数的
计算，滑面搜索仍然以椭球面进行。

单纯型法的优化变量为椭球面的球心坐标以及

各轴的轴长。考虑到对称性，球心 Ｙ坐标不变，初
始滑面的确定共使用５个变量，即：
　　　Ｘ０ ＝｛３６．６，２７．４，２４．４，２４．４，６６．９｝

Ｔ （２１）
ｔ取１．０，根据式（１３）— 式（１６）即可求得初始

单纯型Ｓ０。
滑面的搜索过程见图９与图１０。

图９　三维滑面的搜索过程

图１０　三维滑面搜索过程收敛曲线

将矢量和法的临界滑面与初始滑面以及文献

［１７］中搜索得到的滑面进行对比，见图１１。
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图１１　三种方法临界滑面的对比

其中，林永生等［１７］利用遗传算法进行滑面搜

索，在搜索过程中，只改变椭球体球心的Ｘ坐标与Ｚ
坐标，而轴长均不发生改变，也就是说，椭球体的大

小及形状均不发生改变，而只改变椭球体的位置，最

终所得到的滑面方程为：

　（Ｘ－３３．８３）
２

２４．４２
＋（Ｚ－２７．１６）

２

２４．４２
＋ Ｙ２

６６．９２
＝１

（２２）
本文的搜索只对滑面的形状做了限定，即要求

滑面为一个椭球体，对轴长与椭球的球心位置没有

限制。通常限定条件越少，其结果的与实际也会越接

近。通过搜索最终得到的滑面方程为：

　（Ｘ－２９．１７）
２

２４．９１２
＋（Ｚ－３５．９５）

２

３１．９６２
＋ Ｙ２

７４．７５２
＝１

（２３）
比较式（２２）、式（２３），可以看出，在限定滑面为

椭球面的条件下，三维矢量和法的临界滑动面与

Ｚｈａｎｇ［１６］的计算结果有一定的区别，其中矢量和法
与Ｚｈａｎｇ的滑面在坡顶部分比较接近，而坡底区域，
矢量和法的滑面更加的靠近坡脚。

将矢量和法计算得到的安全系数与各文献所得

结果进行对比，所得结果见表４。从该表可以看出：
当矢量和法采用与式（２０）的滑面进行计算时，其安
全系数偏差为３．８６％。而经过滑面搜索，其安全系
数略有降低。值得指出的是，表４中关于误差的计
算是以Ｚｈａｎｇ的计算结果为基准进行的，但并不代
表其为标准答案。

表４　三维边坡搜索结果对比分析

方法 安全系数 误差／％

Ｚｈａｎｇ［１６］ ２．１２２ ０．００

ＳＴＡＢ（Ｃｈｅｎ）［３］ ２．１８８ ３．１１

严格极限平衡法（郑宏［６］） ２．１４０ ０．８５

林永生等［１７］搜索结果 ２．０３５ ４．１０

矢量和法（初始滑面） ２．２０４ ３．８６

矢量和法（临界滑面） ２．１５２ １．４１

　　事实上，郑宏［６］指出，Ｚｈａｎｇ的方法忽略了三维
条块上四棱柱沿滑动方向上两个侧面上的剪应力可

能导致其计算结果偏小。可以认为，利用矢量和法通

过滑面搜索得到的计算结果与实际情况更为接近。

４　结　论
本文研究了三维矢量和法临界滑动面的搜索问

题，给出了滑动面搜索的全过程，得到以下几点结

论：

（１）矢量和法能很方便的进行二维与三维边坡
的稳定性分析，在边坡应力场求解准确的情况下，该

方法所得结果具有较好的可靠性。

（２）二维情形下，利用矢量和法求解极限平衡
分析临界滑面的结果与矢量和法临界滑面的结果相

近；三维情形下，进行滑面搜索后能更加准确的进行

边坡的稳定性分析。
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缓慢。

（３）场区砂土在ＳＬ２地震作用下的液化程度明
显严重于ＳＬ１地震作用，并且导流堤地基下方砂土
层随动剪切模量变大而液化趋于严重。

（４）在地震荷载作用，导流堤的动力安全系数
随着淤泥和砂土的动剪切模量的增大而变小，当淤

泥的动剪切模量小于０．６６３Ｇ时，这种变小的趋势
很严重，当砂土的动剪切模量大于 Ｇ时，动力安全
系数基本上没有变化，但是随着全风化花岗岩的动

剪切模量的增大而先减小后增大，其中当动剪切模

量为Ｇ时是一个最小值。
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