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欧拉－伯努利梁单元刚度矩阵推导
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摘 要：为明确欧拉－伯努利梁单元刚度矩阵推导过程，用统一的坐标系统和参数正方向规定，包括荷

载、位移、内力和应力等，对等截面梁详细介绍了不同受力模式包括伸缩、扭转和弯曲问题的拉格朗日形

函数和厄米特形函数，系统给出了刚度矩阵推导所需的基本方程包括几何方程、本构方程和平衡方程，

并最终根据虚功原理得到单元刚度矩阵。这不仅有助于对单元刚度矩阵以及推导过程的理解，还可为

参阅有限元专业书籍提供帮助。
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梁理论有欧拉－伯努利（Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）梁和
铁摩辛柯（Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ）梁两种理论，后者计入剪切变
形而前者一般不计入剪切变形［１］，前者又称为经典

梁理论。现阶段常用的结构力学教程往往针对经典

梁理论，并在矩阵位移法中通过两端固结等截面梁

的梁端位移与梁端支反力的关系给出梁单元的刚度

矩阵［２］。而在有限元理论中，则是通过对单元变形

指定合理的形函数并结合最小势能原理［１，３］或虚功

原理［４］给出单元刚度矩阵。尽管最小势能原理与虚

功原理是等价的［３］，但推导方式仍有差异，尤其是最

小势能原理涉及变分原理而不便理解。另外，部分

文献并未给出完整坐标系统以及荷载、内力和位移

的正方向，不同文献所给坐标系统也不完全一致，这

也不便理解其推导过程。

为系统介绍等截面梁刚度矩阵的推导过程，基

于欧拉－伯努利梁理论，采用统一的坐标系统和参
数正方向规定，详细介绍了不同受力模式包括伸缩、

扭转和弯曲问题的拉格朗日形函数或厄米特形函

数，系统给出了刚度矩阵推导所需的基本方程包括

几何方程、本构方程和平衡方程，并最终得到单元刚

度矩阵，以便深刻全面的理解梁单元刚度矩阵以及

对梁结构受力特性的认识，并有助于参阅其他专业

书籍。

１ 坐标系统与形函数
欧拉－伯努利梁理论基于 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ假设，即假



定变形前垂直于中面的截面，变形后仍为平面且与

中面保持垂直，或者说可忽略剪切变形的影响，适用

于高度远小于跨度的梁［１］。

以 ｘｙ平面梁单元为例，图１给出了右手螺旋法
则的坐标系统，并针对伸缩、扭转和弯曲问题给出了

对应的杆端荷载和分布荷载，所示荷载方向均与坐

标轴正方向一致，也即荷载的正方向。图１（ｃ）还给
出了截面内力正方向：轴力 Ｆ以受拉为正，扭矩 Ｔ

的正方向与Ｆ方向一致，弯矩 Ｍ以梁底（即－ｙ方
向）纤维受拉为正，剪力 Ｑ以使微段发生逆时针转
动为正。部分文献对单元刚度矩阵推导时，单元长

度范围内还受有集中荷载，包括集中力和集中力矩，

而实际对结构划分单元时往往在集中荷载位置均设

置有节点，故图 １中的单元没有再受集中力作用。
另外，单元范围内的荷载也只影响最终的荷载向量

而对刚度矩阵没有影响［１，３－４］。

图１ 单元坐标系以及参量正方向示意图

形函数是用来表示结构变形形状的物理量，通

过结点位移与结点之间单元的变形来表示整个结构

的变形。形函数实际上就是数学上的插值函数，只

是在有限元中又称形函数。常用的形函数有拉格朗

日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）形函数和厄米特（Ｈｅｒｍｉｔｅ）形函数，众多
有限元书籍以及 ＡＮＳＹＳ软件中的 Ｂｅａｍ４单元对伸
缩和扭转问题采用拉格朗日形函数，而对弯曲问题

采用厄米特形函数。这也是因为这三种受力模式是

非耦合的，故可以独立进行分析。对不同受力问题

差值函数的构造过程可见文献［３］。

对于所示ｘ－ｙ平面内的两节点单元，其位移函
数采用拉格朗日形函数表达式为：

（ｘ）＝ＮΦ ＝∑
２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｘ）ｉ （１）

（ｓ）＝ＮΦ ＝∑
２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｓ）ｉ （２）

ｓ＝
ｘ－ｘｃ
Ｌ／２ ＝２ｘ－ＬＬ ，ｘｃ＝

Ｌ
２ （３）

Ｎ１（ｘ）＝ＮＩ（ｘ）＝
１
２（１－

２ｘ－Ｌ
Ｌ ）

Ｎ２（ｘ）＝ＮＪ（ｘ）＝
１
２（１＋

２ｘ－Ｌ
Ｌ ）

（４）

Ｎ１＝ＮＩ＝
１
２（１－ｓ）；Ｎ２＝ＮＪ＝

１
２（１＋ｓ）（５）

Ｎｉ（ｘｊ）＝Ｎｉ（ｓｊ）＝δｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２）；

∑
２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｘ）＝∑

２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｓ）＝１ （６）

其中：ｉ表示结点编号１和２（或Ｉ和Ｊ）；ｉ表示ｉ结点

的位移，可表示轴向位移 ｕ或扭转角θ；ｓ为单元相
对位置并取－１≤ｓ≤１（见图１、式（３））；Ｌ为单元长
度；ｘｃ为单元中点坐标。Ｎｉ（ｓ）和 Ｎｉ（ｘ）表示拉格朗
日形函数，且应满足式（６），ｘｊ和ｓｊ为单元ｊ节点的绝
对坐标和相对坐标，其中δｉｊ为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数，并且
式（６）中的前者是拉格朗日形函数本身的性质，后
者则是差值函数完备性的要求［１］。

另外，Ｎｉ（ｓ）和 Ｎｉ（ｘ）本质是相同的，只是表现
形式不同（见式（４）、式（５））：如将式（５）中的相对坐
标 ｓ替换为式（３）的关于 ｘ的函数，则可得式（４）即
为关于杆件绝对坐标 ｘ的形函数，下文的厄米特形
函数也同样如此。下文除对轴向位移给出两种形式

的位移函数外（见式（７）），其他均以相对坐标 ｓ给出
（见式（５）、图 ２）。另外，本文采用的 ｓ取值方法也
是ＡＮＳＹＳ技术手册中采用的方式，但在部分文献
［１］中也常采用０≤ｓ＝ｘ／Ｌ≤１的形式，此时对应的
形函数表达式会有变化，但并不影响最终所得单元

刚度矩阵，在参阅时需注意。

图２ 形函数示意图

式（４）、式（５）所示拉格朗日差值函数适用于单
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元伸缩和扭转问题，由式（１）—式（５）可得轴向位移
ｕ和扭转角θｘ的位移函数分别如式（７）和式（８）所
示：

ｕ（ｘ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｘ）ｕｉ＝

１
２［ｕＩ（１－

２ｘ－Ｌ
Ｌ ）＋

ｕＪ（１＋
２ｘ－Ｌ
Ｌ ）］

ｕ（ｓ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｓ）ｕｉ＝

１
２［ｕＩ（１－ｓ）＋ｕＪ（１＋ｓ）］

（７）

θ（ｓ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｎｉ（ｘ）θｉ＝

１
２［θＩ（１－ｓ）＋θＪ（１＋ｓ）］

（８）
两节点单元弯曲问题的竖向位移函数则采用

厄米特形函数表示为：

（ｘ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｈ（０）ｉ（ｘ）ｉ＋∑

２

ｉ＝１
Ｈ（１）ｉ（ｘ）

ｄ
ｄ( )ｘｉ

（９）

（ｓ）＝∑
２

ｉ＝１
Ｈ（０）ｉ（ｓ）ｉ＋∑

２

ｉ＝１
Ｈ（１）ｉ（ｓ）

ｄ
ｄ( )ｓｉ （１０）

Ｎ１＝Ｈ（０）Ｉ（ｓ）＝Ｈ（０）Ｉ（ｘ）＝
１
２［１－

ｓ
２（３－ｓ

２）］

Ｎ２＝Ｈ（１）Ｉ（ｓ）＝Ｈ（１）Ｉ（ｘ）＝
Ｌ
８（１－ｓ

２）（１－ｓ）

Ｎ３＝Ｈ（０）Ｊ（ｓ）＝Ｈ（０）Ｊ（ｘ）＝
１
２［１＋

ｓ
２（３－ｓ

２）］

Ｎ４＝Ｈ（１）Ｊ（ｓ）＝Ｈ（１）Ｊ（ｘ）＝－
Ｌ
８［（１－ｓ

２）（１＋ｓ）］

（１１）

其中：ｉ表示ｉ结点竖向位移ω；
ｄ
ｄ( )ｘｉ

表示ｉ结点的

转角α，由此也可知弯曲变形的竖向位移和转角位

移是耦合的；Ｈ（０）ｉ（ｘ）和 Ｈ（１）ｉ（ｘ）（或 Ｈ（０）ｉ（ｓ）和

Ｈ（１）ｉ（ｓ））表示厄米特形函数（见式（１１），图２（ｂ）），其

上标表示位移求导次数。

需要说明，不管采用绝对坐标还是相对坐标，形

函数表达式（式（１１））没有变化，这与描述伸缩与扭
转问题的拉格朗日形函数一致。但当采用绝对坐标

ｘ时，厄米特形函数应满足式（１２），又由式（２）可知

有
ｄｓ
ｄｘ＝

２
Ｌ，也即

ｄ
ｄｘ＝

ｄ
ｄｓ
２
Ｌ，故当采用相对坐标 ｓ

时，应满足式（１３），并且式（１３）是由式（１２）变形所
得。部分文献对弯曲问题的厄米特形函数直接采用

了相对坐标 ｓ的表达形式，但所给Ｈ（１）ｉ（ｓ）形函数表
达式以及其需要满足的条件表达式中缺失了分子

Ｌ［１］，这实际上也是缺少位移函数的绝对坐标表

达式，未能深入理解对绝对坐标和相对坐标之间的

关系。其实只要给出位移函数的绝对坐标表达式

并明确转角
ｄＨ（１）ｉ（ｘ）
ｄｘ ｘｊ

＝δｉｊ，即可准确给出用相对

坐标表示的形函数以及其需要满足的条件，也即式

（１１）和式（１３），这也是文中用两种坐标形式给出位

移函数的原因。另外，式（９）中的 ｄ
ｄ( )ｘｉ

有明确的物

理意义即ｉ结点的转角α，但式（１０）中的
ｄ
ｄ( )ｓｉ并无

实际意义，只是统一为变量 ｓ的导数而已。

Ｈ（０）ｉ（ｘｊ）＝δｉｊ，
ｄＨ（０）ｉ（ｘ）
ｄｘ ｘ

ｊ

＝０

Ｈ（１）ｉ（ｘｊ）＝０，
ｄＨ（１）ｉ（ｘ）
ｄｘ ｘ

ｊ

＝δｉｊ

（ｉ，ｊ＝１，２） （１２）

Ｈ（０）ｉ（ｓｊ）＝δｉｊ，
ｄＨ（０）ｉ（ｓ）
ｄｓ ｓ

ｊ

＝０

Ｈ（１）ｉ（ｓｊ）＝０，
ｄＨ（１）ｉ（ｓ）
ｄｓ ｓ

ｊ

＝ Ｌ２δｉｊ

（ｉ，ｊ＝１，２） （１３）

为与节点自由度表示形式一致，对式（７）通常
表示为：

（ｘ）＝∑
４

ｒ＝１
Ｎｒ（ｘ）ψｒ

（ｓ）＝∑
４

ｒ＝１
Ｎｒ（ｓ）ψｒ

（１４）

其中：ψｒ表示节点 Ｉ和Ｊ的竖向位移ω和转角α；
Ｎｒ（ｓ）和 Ｎｒ（ｘ）表示厄米特形函数（见式（１１）），也
即 Ｈ（０）ｉ（ｓ）和Ｈ（１）ｉ（ｓ）、Ｈ（０）ｉ（ｘ）和Ｈ（１）ｉ（ｘ）；ｒ为插值
函数编号；从而有竖向位移ω的函数即式（１５）。

ω（ｓ）＝
１
２ ωＩ［１－

ｓ
２（３－ｓ

２）］＋ωＪ［１＋
ｓ
２（３－ｓ

２{ }）］ ＋
Ｌ
８［α１（１－ｓ

２）（１－ｓ）－αＪ（１－ｓ２）（１＋ｓ）］

（１５）
实际上，式（７）、式（８）和式（１５）也正是 ＡＮＳＹＳ

技术手册中所给的Ｂｅａｍ４单元位移函数表达式。为
便于刚度矩阵分析，上述三式可统一用向量形式表

达为：

（ｓ）＝ＮΦ ＝∑
ｎ

ｒ＝１
Ｎｒ（ｓ）ψｒ （１６）

其中：Ｎ和Φ 分别为形函数向量和节点位移列向
量；ψｒ表示节点Ｉ和Ｊ的位移，可分别为轴向位移 ｕ
或扭转角θ、竖向位移ω和转角α；ｎ为独立节点位移
数量；对于三类问题的各自取值分别为式（１７）、式
（１８）、式（１９），同时还给出了形函数向量 Ｎ相应的一
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阶和二阶导数 Ｎ′、Ｎ″，并且其各阶导数依然为向量。

轴力问题：

Ｎ＝［１２（１－ｓ），
１
２（１＋ｓ）］

Ｎ′＝［－１２，
１
２］

Φ ＝［ｕＩ，ｕＪ］Ｔ

（１７）
受扭问题：

Ｎ＝［１２（１－ｓ），
１
２（１＋ｓ）］

Ｎ′＝［－１２，
１
２］

Φ ＝［θＩ，θＪ］Ｔ

（１８）

弯曲问题：

Ｎ＝［１２（１－
ｓ
２（３－ｓ

２）），
Ｌ
８（１－ｓ

２）（１－ｓ），１２（１＋
ｓ
２（３－ｓ

２）），－Ｌ８（１－ｓ
２）（１＋ｓ）］

Ｎ′＝［３４（ｓ
２－１），Ｌ８（３ｓ

２－２ｓ－１），３４（１－ｓ
２），
Ｌ
８（３ｓ

２＋２ｓ－１）］

Ｎ″＝［３２ｓ，
Ｌ
４（３ｓ－１），－

３
２ｓ，

Ｌ
４（３ｓ＋１）］

Φ ＝［ωＩ，αＩ，ωＪ，αＪ］Ｔ

（１９）

２ 刚度矩阵
由于梁单元的三种受力模式是非耦合的，故可

以分别求得单一受力模式下的单元刚度矩阵，再综

合为任意荷载模式下的单元刚度矩阵。不同文献对

基于形函数的单元刚度矩阵推导过程并不一致，比

如文献［１］利用最小势能原理进行推导，文献［３－
４］还利用虚功原理进行了推导，但最终所得刚度矩
阵的计算方法和具体表达式（表 １中刚度矩阵计算

方法栏和刚度矩阵栏）是一致的。文献［３－４］还介
绍了两种推导方法的等价性：两者本质上是一致的，

但前者可以判断解的收敛性以及解的下限性质。由

于推导过程过于复杂且在文献［１，３－４］有较为详
细的过程，故下文不再给出，仅以虚功原理为例，基

于图１所示坐标系和参数正方向，补充给出三种受
力模式的几何方程、本构方程、截面内力、平衡方程、

刚度矩阵计算过程及结果。

表１ Ｂｅａｍ４单元三种受力模式下的基本方程

受力模式 几何方程 本构方程 截面内力

伸缩
εｘ＝

ｄｕ
ｄｘ＝

ｄＮ
ｄｘΦ ＝ＢΦ

Ｂ＝ｄＮｄｘ＝
２
ＬＮ

′

σｘ＝Ｅεｘ＝ＥＢΦ
σｘ＝ＤＢΦ （Ｄ＝Ｅ）

Ｆ＝∫Ａ
σｘｄＡ＝Ａσｘ

＝ ２ＬＥＡＮ
′
Φ

Ｆ＝ＥＡｄｕｄｘ

扭转

β ＝
ｄθ
ｄｘ

γｔ＝ρ
ｄθ
ｄｘ＝ρ

ｄＮ
ｄｘΦ ＝ＢΦ

Ｂ＝ρ
ｄＮ
ｄｘ＝ρ

２
ＬＮ

′

τｔ＝Ｇγｔ＝ＧＢΦ
τｔ＝ＤＢΦ （Ｄ＝Ｇ）

Ｔ＝∫Ａ
τｔρｄＡ＝Ｇ

２
Ｌ∫Ａρ

２ｄＡＮ′Φ

＝ＧＪ２ＬＮ
′
Φ （∫Ａρ

２ｄＡ＝Ｊ）

Ｔ＝ＧＪβ ＝ＧＪ
ｄθ
ｄｘ＝ＧＪ

２
Ｌ
ｄθ
ｄｓ

弯曲

α ＝
ｄω
ｄｘ；κ ＝－

ｄα
ｄｘ＝－

ｄ２ω
ｄｘ２

εｂ＝κｙ＝－ｙ
ｄ２ω
ｄｘ２＝－

ｙｄ
２Ｎ
ｄｘ２Φ ＝ＢΦ

Ｂ＝－ｙｄ
２Ｎ
ｄｘ２ ＝－

ｙ４
Ｌ２
Ｎ″

σｂ＝Ｅεｂ＝ＥＢΦ
σｂ＝ＤＢΦ （Ｄ＝Ｅ）

Ｍ＝－∫Ａ
σｂｙｄＡ＝Ｅ

４
Ｌ２∫Ａ
ｙ２ｄＡＮ″Φ

＝４ＥＩＬ２
Ｎ″Φ （∫Ａ

ｙ２ｄＡ＝Ｉ）

Ｍ＝－ＥＩκ ＝ＥＩ
ｄ２ω
ｄｘ２＝

４ＥＩ
Ｌ２
ｄ２ω
ｄｓ


２

受力模式 内外力平衡方程 刚度矩阵 节点荷载向量

伸缩
ｄ
ｄｘ（Ａσｘ）＝ＡＥ

ｄ２ｕ
ｄｘ２＝－

ｆ（ｘ） Ｆｅ＝［ＦｘＩ，ＦｙＪ］Ｔ

扭转
ｄＴ
ｄｘ＝ＧＪ

ｄ２θ
ｄｘ２＝－

ｔ（ｘ） 由虚功原理得刚度矩阵：

Ｆｅ＝∫Ｖ
ＢＴＤＢｄＶΦ 

Ｋｅ＝∫Ｖ
ＢＴＤＢｄＶ

Ｆｅ＝［ＴＩ，ＴＪ］Ｔ

弯曲

Ｑ＝－ｄＭｄｘ＝－ＥＩ
ｄ３ω
ｄｘ３

ｄＱ
ｄｘ＝－ＥＩ

ｄ４ω
ｄｘ４＝－

ｑ（ｘ）

ｄ２Ｍ
ｄｘ２ ＝

ｑ（ｘ）

Ｆｅ＝［ＦｘＩ，ＭＩ，ＦｙＪ，ＭＪ］Ｔ
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
受力模式 刚度矩阵计算过程 刚度矩阵

伸缩

Ｋｅ＝∫Ｖ
ＢＴＤＢｄＶ＝ ４Ｌ２∫

Ｌ

０
ＡＮ′ＴＥＮ′ｄｘ

＝４ＥＡＬ２∫
Ｌ

０
Ｎ′ＴＮ′ｄｘ＝２ＥＡＬ∫

１

－１
Ｎ′ＴＮ′ｄｓ

Ｋｅ＝ＥＡＬ
１ －１
－[ ]１ １

扭转

Ｋｅ＝∫Ｖ
ＢＴＤＢｄＶ＝ ４Ｌ２∫

Ｌ

０
ＪＮ′ＴＧＮ′ｄｘ

＝４ＧＪＬ２∫
Ｌ

０
Ｎ′ＴＮ′ｄｘ＝２ＧＪＬ∫

１

－１
Ｎ′ＴＮ′ｄｓ

Ｋｅ＝ＧＪＬ
１ －１
－[ ]１ １

弯曲

Ｋｅ＝∫Ｖ
ＢＴＤＢｄＶ＝１６Ｌ４∫Ｖ

ｙＮ″ＴＥｙＮ″ｄＶ

＝１６Ｌ４∫
Ｌ

０
ＩＮ″ＴＥＮ″ｄｘ＝１６ＥＩＬ４∫

Ｌ

０
Ｎ″ＴＮ″ｄｘ

＝８ＥＩＬ３∫
１

－１
Ｎ″ＴＮ″ｄｓ

Ｋｅ＝ ＥＩＬ３

１２ ６Ｌ －１２ ６Ｌ
６Ｌ ４Ｌ２ －６Ｌ ２Ｌ２

－１２ －６Ｌ １２ －６Ｌ
６Ｌ ２Ｌ２ －６Ｌ ４Ｌ









２

注：曲率κ本身应为正值，但为适应应变计算还是对其给出了符号。整个表格中的 Ｎ和Ｂ均为绝对坐标ｘ的函数，Ｎ′、Ｎ″为相对坐标ｓ的表

达式。刚度矩阵计算过程一栏中，倒数第二个等式仅针对等截面杆件；最后一个等式对不同相对坐标 ｓ的形式（即 －１≤ ｓ≤１或０≤ ｓ≤１）所

得表达式会有差异，但不影响最终所得刚度矩阵。

表１中：ｕ、θ、ω分别表示轴向位移、扭转角和挠
曲位移；β和α分别为扭矩作用下单位长度的扭转角

和弯矩作用下的截面转角；ε和σ分别为正应变和正

应力，下标 ｘ和ｂ分别表示轴力和弯矩作用；γ和τ
分别为剪应变和剪应力，下标ｔ和ｂ分别表示扭矩和
弯矩作用；Ｅ和Ｇ为弹性模量和剪切模量，且有式
（２０），μ为泊松比；Ａ、Ｊ、Ｉ表示截面面积、极惯性矩
和抗弯惯性矩；ｙ为偏离截面中性轴的坐标值；ρ为
距离截面扭心的距离。Ｆｅ和Ｋｅ分别为对应受力模式
的荷载向量和单元刚度矩阵，节点位移列向量Φ 同

样是在单元坐标系下的位移。Ｎ、Ｂ分别为形函数向
量和应变转换向量，并且对不同受力模式的取值是

不同的（见式（１７）、式（１８）、式（１９）），只是为使形式
统一而采用了相同的符号。对于各向同性材料的一

维线单元，应力与应变之间的弹性矩阵 Ｄ对正应力
和剪应力分别为Ｅ和Ｇ；如果是二维壳单元或三维
实体单元，则 Ｄ将是一个矩阵［１］。

Ｇ＝ Ｅ
２（１＋μ）

（２０）

需要注意，文献［１］第９．２节对三种受力模式刚
度矩阵推导中，因没有明确说明荷载、位移以及内力

等的正方向，使得部分内容前后不一和不便理解。比

如，对轴力和扭转受力问题，在文献［１］图示中可知
其对上述参数正方向的规定与本文一致，然而其对

平衡方程的描述却写为
ｄ
ｄｘ（Ａσｘ）＝ｆ（ｘ）和

ｄＴ
ｄｘ＝

ｔ（ｘ），即错误地少写了一个负号，参阅时需要注意。
文献［４］第３．６节对梁受弯问题的刚度矩阵的推导
中，没有详细给出几何方程和本构方程，直接令

Ｂ＝Ｎ″和Ｄ＝ＥＩ，这虽不影响最终刚度矩阵的结
构，但从表１可知其将应变转换向量 Ｂ和弹性矩阵
Ｄ进行了合并表达。

另外，最终根据形函数所得刚度矩阵与结构力

学方法所得刚度矩阵完全一致，这也说明用形函数

（式（１７）、式（１８）、式（１９））表示的位移函数是真实
的，满足理论解。当然，如果所用形函数是近似的，所

得刚度矩阵也与结构力学方法所得刚度矩阵不一

致：对于弯曲问题如果同样采用拉格朗日形函数就

会出现这样的结果。鉴于三种受力模式的独立性，将

表１所列各自刚度矩阵综合在一起则可得式（２１），
其对应的总体刚度矩阵、节点荷载向量和位移向量

如式（２２）所示。
Ｆｅ＝ＫｅΦｅ （２１）

Ｋｅ＝

ＥＡ
Ｌ ０ ０ ０－ＥＡＬ ０ ０ ０

１２ＥＩＬ３６
ＥＩ
Ｌ２ ０ ０ －１２ＥＩＬ３ ６

ＥＩ
Ｌ２ ０

４ＥＩＬ ０ ０ －６ＥＩＬ２ ２ＥＩＬ ０

ＧＪ
Ｌ ０ ０ ０ －ＧＪＬ
ＥＡ
Ｌ ０ ０ ０

１２ＥＩＬ３ －６ＥＩＬ２ ０

４ＥＩＬ ０

ＧＪ





































Ｌ

Ｆｅ＝［ＦｘＩ，ＦｙＩ，ＭＩ，ＴＩ，ＦｘＪ，ＦｙＪ，ＭＪ，ＴＪ］Ｔ （２２）

Φ
ｅ＝［ｕＩ，ωＩ，αＩ，θＩ，ｕＪ，ωＪ，αＪ，θＪ］Ｔ

（下转第１３１页）
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３ 结 论
（１）珊瑚砂微生物固化试验中各因素对固化体

抗压强度影响的主次顺序为：颗粒粒径、脲酶活性、

底物溶液配比、底物溶液浓度，其对应值为颗粒粒径

取Ｃ组（粗粒组），脲酶活性取２．０ｍｍｏｌ／（Ｌ·ｍｉｎ），底
物溶液配比取０．７５∶１，底物溶液浓度取１ｍｏｌ／Ｌ。

（２）珊瑚砂微生物固化试验中各因素对固化体
干密度增量影响的主次顺序为：脲酶活性、颗粒粒

径、底物溶液配比、底物溶液浓度，其对应值为颗粒

粒径取Ｃ组（粗粒组），脲酶活性取 １．５ｍｍｏｌ／（Ｌ·
ｍｉｎ），底物溶液配比取 ０．７５∶１，底物溶液浓度取 １
ｍｏｌ／Ｌ。

（３）珊瑚砂微生物固化试验最优固化条件为颗
粒粒径取Ｃ组（级配良好的较粗粒组），脲酶活性取
１．８５ｍｍｏｌ／（Ｌ·ｍｉｎ），底物溶液配比取 ０．７５∶１，底物
溶液浓度取１ｍｏｌ／Ｌ。
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３ 结 论
梁单元刚度矩阵是结构力学中的一个重要内

容，本文对等截面梁，基于欧拉－伯努利梁理论，采
用统一的坐标系统和参数正方向规定，详细介绍了

各种受力模式的形函数，系统给出了等截面梁的刚

度矩阵推导过程，为配合有限元专业文献的理解提

供了参考。
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