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等效应力在拱坝应力分析中的应用

杨 珂，钱丽云
（长江勘测规划设计研究院，重庆 ４０００１６）

摘 要：拱坝应力分析方法大致可以分为拱梁分载法及有限元法两类。其中有限元法计算结果在近基

础部位存在着明显的应力集中，这对拱坝的应力评价带来了困难。基于 ＡＮＳＹＳ软件，通过在模型中设
置薄层单元，并利用单元平衡条件计算基础部位的等效应力，可以很好解决这一问题。计算结果表明，

工程实例的基础部位等效应力结果合理，满足各工况条件下拱坝应力控制标准，为工程设计提供了依

据。
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拱坝是一种实体混凝土坝，在平面上向上游弯

曲，以结构合理和体型优美而著称。而拱坝的应力

变形是拱坝设计中十分重要的课题。

拱坝应力分析方法大致可以分为两类：一类是

拱梁分载法；另一类方法是有限元法。

以结构力学方法为基础的拱梁分载法，由于其

设计理论成熟，被广泛应用于拱坝设计，且经过工程

实际检验后，采用该方法设计的拱坝都在保持正常

运行。因此到目前为止，拱坝体型设计仍以拱梁分

载法为主要手段。

有限元法较拱梁分载法而言，优势在于可以适

应各种复杂条件下的应力应变分析，并充分考虑拱

坝与地基的共同受力和变形协调。

有限元法的计算结果与模型的单元形式划分有

较大关系，且会在基础部位产生明显的应力集中。

受这些因素的影响，计算得出的拉应力有可能会超

过了混凝土的抗拉强度，因而很难直接作为确定拱

坝体形的依据。在工程实际当中，由于岩体本身存

在裂隙，并不是理想的连续介质，所以在采用有限单

元法进行计算时，出现在基础部位的应力集中现象

并不一定符合实际。

为消除应力集中现象，《混凝土拱坝设计规

范》［１］（ＤＬ／Ｔ５３４６—２００６）提出了补充计算“有限元
等效应力”，这一规定为采用有限元法计算拱坝应力

提供了基础。

本文基于ＡＮＳＹＳ平台，根据有限元法等效应力
计算的原理与公式，实现了拱坝的有限元等效应力

计算［２－３］，并应用于指导工程设计。



１ 拱坝应力控制标准
拱坝的体型，尤其是坝体厚度主要受允许应力

控制，因而采取的应力控制标准是否合理对拱坝的

经济性和安全性十分重要。

采用拱梁分载法计算拱坝应力的标准十分成

熟，在《混凝土拱坝设计规范》［１］（ＤＬ／Ｔ５３４６—２００６）
上有明确的标准。

而有限元法的应力控制标准［４］，通常有以下三

种［２］：

（１）根据拉应力值控制。在妥善解决模型当中
应力集中问题的前提下，将等效处理后的拉应力值

作为应力控制标准。

（２）根据拉应力范围控制。在假定坝体混凝土
处于弹性阶段，且不考虑坝体开裂的前提下，将受拉

区面积占整个截面面积的比例作为控制指标。

（３）根据开裂范围控制。计算时假定坝体混凝
土只承受压应力，受拉区均视为开裂。通过非线性

有限元计算，分析得出坝体的开裂范围，并以此作为

控制指标。

目前，采取第（２）、（３）种方法作为控制指标存在
一定的局限性，且在实际工程中应用的较少。因此，

目前我国拱坝规范应力标准采用第（１）种方法拟定。

２ 有限元等效应力计算原理
早在２０世纪 ８０年代，朱伯芳［５－６］院士就提出

了有限元等效应力的计算方法，傅作新等［７］也提出

了一种计算等效应力的方法，即在用弹性有限元法

求得拱坝应力之后，假定坐标面上主应力分量沿坝

体上下游方向线性分布，便可以通过等效应力法求

得拱坝上下游面的各应力分量，然后根据微分体平

衡条件求解拱坝上下游的主应力［８］。

计算时首先用常规的有限单元法［９］求出各单

元形心点的应力分量，然后用转轴公式求解局部坐

标系中的应力分量σｔ，σｚ，σｚｔ，其中σｚ不变，而

σｔ＝
σｘ＋σｙ
２ ＋σｘ

－σｙ
２ ｃｏｓ２α＋τｘｙｓｉｎ２α （１）

τｔｚ＝τｚｘｃｏｓα＋τｘｙｓｉｎα（２）
式中：α为拱轴线的切线与拱轴线的法线的交角，以

逆时针为正。

以沿坝体上下游方向划分三个单元为例，三个

单元形心点的梁应力σｚ分别记为σ１、σ２、σ３，则水平

截面上的正应力可以用如下二次方程表示

σ（ｘ）＝ σ１
＋σ３－２σ２( )２ ｘ２＋σ３－σ１( )２ ｘ＋σ２

（３）
把上述正应力合成轴力 Ｎ和弯矩Ｍ，可得

Ｎ＝ ９８（σ１＋σ３－２σ２）＋３σ２ （４）

Ｍ ＝ ９８（σ３－σ１） （５）

因此坝体上下游的等效应力为

σｕ

σｄ
＝ １３（Ｎ２Ｍ） （６）

同理可得σｚ、τｚｔ的等效应力
［１０］。

然后再根据微分体平衡条件，可以得出其他三

个等效应力：

τｒｚ＝（ｐ＋σｚ）ｃｔｇθ （７）

σｒ＝－ｐ＋τｒｚｃｔｇθ （８）

τｒｔ＝τｚｔｃｔｇθ （９）
式中：ｐ为坝体表面水压力的强度，以压为正；θ为坝
面与拱轴线的法线的交角。

３ 薄层单元的应用
拱坝坝基面附近的应力对单元尺寸极为敏

感［１１］，而该位置的应力又往往是拱坝体型的控制应

力。因此，为了求得数值稳定的坝基面应力，傅作新

建议在靠近坝基面的坝体中布置一层薄层单元。

由于薄层单元较薄（一般取坝高的 １／１００～１／
２００），且单元各面间的夹角接近 ９０°，沿单元厚度的
应力接近均匀，因此能够合理地表征坝基面上的应

力状况。此外，薄层单元还可以给出更为准确的沿

坝基方向的应力，例如如拱冠梁坝踵和坝趾的拱应

力，以便在拱坝处于复杂应力状态条件下，更为准确

的校核拱坝强度［１２］。

因此，合理应用薄层单元，可以有效的提高坝基

面上应力的稳定性，并且得出更为准确的应力结果。

４ 等效应力在计算中的应用

４．１ 工程实例１
某工程混凝土双曲拱坝水平拱圈形式为抛物

线，坝顶高程２９４８．０ｍ，河床建基面高程为２６６０．０
ｍ，最大坝高２８８．０ｍ。

混凝土拱坝计算的范围为：基岩深度、基岩上下

游长度、两岸山体厚度均取 １．５倍坝高。坐标系以
拱坝参考面与坝顶高程上游坝面的交点在高程为０
的水平面上的投影点为原点，以坝顶高程所在平面

与拱坝参考面交线为 ｙ轴，ｙ轴以指向上游为正方
向；以过坐标系原点并垂直参考面的直线为 ｘ轴，ｘ
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轴以指向左岸为正方向；以通过原点的铅垂线为 ｚ
轴，ｚ轴以铅直向上为正方向［１３－１４］。

整个有限元计算模型单元划分示意如图 １所
示。

图１ 计算模型单元划分

各工况等效应力计算结果见表１。
表１ 各工况应力值 单位：ＭＰａ

工况
最大主拉应力

等效前 等效后

最大主压应力

等效前 等效后

校核洪水位 ３．８８ １．２６ －１２．５ －８．０７

设计洪水位 ４．００ １．２７ －１２．６ －７．９１

正常蓄水位 ４．０４ １．２６ －１２．６ －７．９１

由计算结果可知，经等效处理后的坝体最大主

拉应力均小于 １．５ＭＰａ，最大主压应力均小于 １０．０
ＭＰａ，满足拱坝应力控制标准。
４．２ 工程实例２

某工程混凝土双曲拱坝水平拱圈形式为抛物

线，坝顶高程３２５６．０ｍ，河床建基面高程为２９７０．０
ｍ，最大坝高 ２８６．０ｍ。坝顶弧长 ７２７．０７ｍ，顶宽
１２．０ｍ，最大底宽６９．９８ｍ，厚高比０．２５，弧高比２．５，
最大中心角９３．５°。

混凝土拱坝计算的范围确定原则与工程实例１
相同。

整个有限元计算模型单元划分示意如图２所示。

图２ 计算模型单元划分

各工况等效应力计算结果见表２。
由计算结果可知，经等效处理后的坝体最大主

拉应力均小于 １．５ＭＰａ，最大主压应力均小于 １０．０
ＭＰａ，满足拱坝应力控制标准。

表２ 各工况应力值 单位：ＭＰａ

工况
最大主拉应力

等效前 等效后

最大主压应力

等效前 等效后

校核洪水位 ３．２７ １．２４ －１３．３ －９．６６

设计洪水位 ３．１８ １．１５ －１３．１ －９．４６

正常蓄水位 ３．２５ １．０９ －１３．０ －９．３３

５ 有限元等效应力与拱梁分载法计算
结果对比
由于拱坝的控制应力一般发生在坝基面上，在

此处，有限单元———等效应力通常大于试载法应力，

增大约１０％～２０％［９］。
下面就工程实例１和工程实例２的计算结果与

一些国内工程的有限元等效应力和拱梁分载法应力

结果进行对比［１０］。

工程实例１和工程实例２双曲拱坝的有限元等
效应力与拱梁分载法计算结果见表３～表４。有限
元等效应力和拱梁分载法应力的比值见表５。

表３ 工程实例１有限元等效应力和拱梁分载法应力值
单位：ＭＰａ

工况

最大主拉应力

有限元

等效应力

拱梁

分载法

最大主压应力

有限元

等效应力

拱梁

分载法

校核洪水位 １．２６ １．１４ －８．０７ －７．０１

设计洪水位 １．２７ — －７．９１ —

正常蓄水位 １．２６ ０．９７ －７．９１ －６．８０

表４ 工程实例２有限元等效应力和拱梁分载法应力值
单位：ＭＰａ

工况

最大主拉应力

有限元

等效应力

拱梁

分载法

最大主压应力

有限元

等效应力

拱梁

分载法

校核洪水位 １．２４ １．１１ －９．６６ －８．２１

设计洪水位 １．１５ ０．９２ －９．４６ －７．９８

正常蓄水位 １．０９ ０．９４ －９．３３ －８．１８

表５ 有限元等效应力和拱梁分载法应力比值

工况
最大主拉应力比值

工程实例１ 工程实例２

最大主压应力比值

工程实例１ 工程实例２

校核洪水位 １．１１ １．１２ １．１５ １．１８

设计洪水位 — １．２５ — １．１９

正常蓄水位 １．３０ １．１６ １．１６ １．１４
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表６中所列的是一些国内工程的有限元等效应
力和拱梁分载法应力的比值。由表 ５、表 ６的对比
可知，工程实例１、２的有限元等效应力成果与拱梁
分载法应力值的比值在常规范围之内，符合一般规

律，等效结果可信［１５］。

表６ 有限元等效应力和拱梁分载法应力比值［１６］

工程

名称

最大主压应力比值

温降 温升

上游

面

下游

面

上游

面

下游

面

最大主拉应力比值

温降 温升

上游

面

下游

面

上游

面

李家峡 ０．８２ ０．８３ ０．４１ １．３１ １．１１ ０．８４ ０．９９

龙羊峡 ０．９０ ０．８７ ０．４６ １．１９ １．２６ １．０１ １．０２

东风 ０．７８ ０．７４ ０．５６ １．２３ １．１１ ０．５３ １．０４

东江 １．０６ １．０６ ０．７７ １．２８ ２．２５ １．２０ —

白山 ０．９９ １．１４ ０．８６ １．２８ １．０６ ０．６９ １．１８

瑞墙 １．２３ ０．９６ １．１７ １．０７ １．３９ １．９８ —

江口 ０．１９ １．２５ １．６１ １．２６ ２．４４ １．２２ ２．５８

平均值 ０．８５ ０．９８ ０．８３ １．２３ １．５２ １．０７ １．３６

由表５、表６的对比可知，工程实例１及工程实
例２的有限元等效应力成果与拱梁分载法应力值的
比值在常规范围之内，符合一般规律，等效结果可

信。

６ 结 论
（１）通过计算可知，工程实例１、工程实例２两

座３００ｍ级的高拱坝，在各工况条件下，坝体等效最
大主拉应力值均小于１．５０ＭＰａ，满足拱坝应力控制
标准。

（２）工程实例１及工程实例２的有限元等效应
力成果与拱梁分载法应力值的比值在常规范围之

内，因此采用等效应力的方法评价拱坝应力是基本

合适的，等效应力与薄层单元相结合的方法能较好

的满足现阶段对拱坝应力分析的需要。
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