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摘 要：目前地下管道已经广泛地被用于能源、市政和水利工程等领域中。寻求一种求解层状地基内

埋置管道动力阻抗函数算法对管道－地基动力相互作用问题具有重要的意义和实用价值。针对横观各
向同性层状地基，利用容积法，结合方程转换和精细积分算法，计算并分析层状地基中埋置管道的动力

阻抗函数。通过与已有算法的对比算例验证了本体提出算法的准确性，并分析了层状地基的横观各向

同性属性对地基中埋管动力阻抗函数的影响。分析表明，水平和竖直向杨氏模型的比值对地基中埋置

管道的动力阻抗函数有着重要的影响，在实际工程中应予以考虑。
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地下管道已经广泛地被用于能源、市政和水利

工程等领域中，且国际上称地下管道工程为生命线

工程［１］。目前求解地基中埋管的动力阻抗函数的主

要方法为数值法和解析法相结合。数值法包括经典

有限元法（ＦＥＭ）、有限差分法（ＦＤＭ）、边界法（ＢＥＭ）
等［２－３］；解析法通常采用波函数求解地基中埋管的

动力阻抗函数。Ｐａｏ等［４］利用数值法求解了半无限
空间中洞室在入射波作用下的响应问题。Ｌｅｅ等［５］

随后计算了半无限空间中有洞室存在的情况下 ＳＨ
波的散射问题。在弹性半空间的研究领域，蒋通

等［６］利用解析法求解埋管的地基轴向刚度函数，然

后蒋通等［７］对薄层法的原理与应用进行了详细的描



述，并用薄层法对弹性层状地基中条形基础及各种

基础的阻抗函数进行了分析［８］。由于薄层法具有一

定的局限性，对于层状地基的动力分析计算，韩泽军

等［９－１１］针对复杂层状地基进行深入研究，利用精细

积分算法提出了更加精确的算法，随后王朋等［１２］利

用此算法求解得到了层状地基内桩基础的动力阻抗

函数。

目前对于地基的研究，多是将地基各向同性层

状属性，而实际工程中的地基都有着不同程度的各

向异性属性，本文就针对层状地基横观各向同性这

一属性进行理论分析，利用方程变换和精细积分算

法得到地基表面和内部任意点的位移响应，然后与

容积算法相结合得到地基中埋置管道的动力阻抗函

数。与文献结果对比的数值算例验证了本文算法的

准确性，本文同时分析了层状地基的横观各向同性

属性对地基中埋管动力阻抗函数的影响，将为今后

的实际工程提供理论支持。

１ 横观各向同性层状地基波动方程
本文针对层状地基中埋置管道的动力阻抗函数

进行研究，如图１所示。管道埋置在横观各向同性层
状地基中，埋置深度为 Ｄ，表示埋置管道中心参考点
距离地表的距离。第ｉ层（ｉ＝１，２，…，ｌ）地基的弹性
参数见图１所示（Ｅｉｈ、Ｅｉｖ、ｖｉｈｈ、ｖｉｖｈ和 Ｇｉｖｈ分别表示第 ｉ
层地基的水平向和竖直向杨氏模量、水平面和竖直

面的泊松比以及竖直面剪切模量，Ｅ∞ｈ、Ｅ∞ｖ、ｖ∞ｈｈ、ｖ∞ｖｈ
和 Ｇ∞ｖｈ分别为半无限地基层的水平向和竖直向杨氏
模量、水平面和竖直面的泊松比以及竖直面剪切模

量）。将埋管 －地基体系分解为埋管和地基两个单
独部分，先求解没有埋置管道的地基内节点的位移

响应，然后在埋管位置进行开挖，利用容积算法进行

求解。在市政工程和土木工程等建筑结构中，埋置在

地基底下的管道或隧道通常都是非常长的，隧道甚

至可以长达几公里，即地下埋置管道的长度远大于

它的宽度。因此对于地下埋置管道或隧道的动力响

应分析，可以将其简化为沿横向切面的广义平面应

变问题进行处理，而对于轴向的变形可以忽略不计。

将直角坐标系的坐标原点设置在层状横观各向同性

地基的表面（ｚ＝ｚ０＝０）处，并假设水平向为 ｘ轴，
竖直向下为 ｚ轴正向，如图所示。假设地基有 ｌ层层
状地基，每一层为均质属性，可以是各向同性，也可

为横观各向同性，ｈｍ ＝ｚｍ－ｚｍ－１（ｍ＝１，２，…，ｌ－
１，ｌ）表示第 ｍ层的厚度。

图１ 层状横观各向同性地基中埋置管道

层状横观各向同性地基广义平面波动问题波动

方程中应力和位移只是 ｘ、ｚ的函数，其频率 －空间
域内广义平面波动问题的动力控制方程为：

Ｒ５５
２珘ｕ
ｚ２

＋（Ｒ１３＋Ｒ５５）
２珘ｗ

ｘｚ＋
Ｒ１１

２珘ｕ
ｘ２

＋ρω
２珘ｕ＝０

Ｒ５５
２珘ｗ
ｘ２

＋（Ｒ５５＋Ｒ１３）
２珘ｕ

ｚｘ＋
Ｒ３３

２珘ｗ
ｚ２

＋ρω
２珘ｗ＝０

（１）
弹性矩阵系数与弹性参数的关系为：

Ｒ１１＝（Ｅｈ／ｖ）（１－ｎｖ２ｖｈ），Ｒ１２＝（Ｅｈ／ｖ）（ｎｖ２ｖｈ－ｖ）

Ｒ１３＝（Ｅｈ／ｖ）ｖｖｈ（１＋ｖｈｈ） （２）

Ｒ３３＝（Ｅｈ／ｖ）（１－ｖ２ｈｈ），Ｒ５５＝Ｇｖｈ
式中 ｎ＝Ｅｈ／Ｅｖ，ｖ＝（１＋ｖｈｈ）（１－ｖｈｈ－２ｎｖ２ｖｈ），Ｇｖｈ
可由试验测得或由下式经验公式给出［１３］：

Ｇｖｈ＝
Ｒ１１Ｒ３３－Ｒ２１３
Ｒ１１＋２Ｒ１３＋Ｒ３３

（３）

利用傅里叶积分变换，可定义频率 －空间域和
频率 －波数域之间的关系转换式为：

ｆ（ｋ，ｚ，ω）＝∫
＋∞

－∞

ｆ（ｘ，ｚ，ω）ｅ－ｉｋｘｄｘ

ｆ（ｘ，ｚ，ω）＝
１
２π∫

＋∞

－∞

ｆ（ｋ，ｚ，ω）ｅｉｋｘｄｋ

（４）

式中：ω表示的是角频率，ｋ表示沿ｘ方向上的波数；
ｆ（ｘ，ｚ，ω）和 ｆ（ｋ，ｚ，ω）表示位移或应力函数，前者
是空间域内的，后者是波数域内的。

由方程（１）可以看出，波动方程解耦为 ｘ－ｚ平
面内的Ｐ－ＳＶ波（第（１）式和第（３）式）和ｘ－ｚ平面
外的ＳＨ波（第（２）式），本文只针对关于平面内的 Ｐ
－ＳＶ波的问题进行分析。因此，将方程（１）中的（１）
式和（３）式合并后，利用公式（４）所示的傅里叶积分
变换的第（１）式可以得到层状横观各向同性地基频
率 －波数域内的波动方程为：
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Ｋ２２ｑ″＋（Ｋ２１－Ｋ１２）ｑ′－（Ｋ１１－ρω
２Ｉ）ｑ＝０ （５）

其中，Ｉ为２×２的单位矩阵；且

ｑ＝{ }ｕｗ，Ｋ１１＝ｋ２ Ｒ１１ ０
０ Ｒ[ ]

５５

Ｋ２１＝－ＫＴ１２＝ｉｋ
０ Ｒ５５
Ｒ１３

[ ]０
（６）

引入一个位移变量 ｑ的对偶应力向量 ｐ＝－
［τｚｘ σｚ］

Ｔ，其与广义平面波动问题中的层状横观各

向同性地基问题的位移向量 ｑ满足以下关系：
ｐ＝－（Ｋ２２ｑ′＋Ｋ２１ｑ） （７）

利用位移向量 ｑ和引入的对偶应力向量ｐ可以
将层状横观各向同性地基频率 －波数域内的波动
方程（５）转换为以下形式的状态方程：

Φ′＝ＨΦ （８）
其中Φ ＝［ｑ ｐ］Ｔ，且

Ｈ ＝
Ａ Ｂ[ ]Ｃ Ｄ

（９）

Ａ＝－Ｋ－１２２Ｋ２１，Ｂ＝－Ｋ－１２２
Ｃ＝－Ｋ１１＋Ｋ１２Ｋ－１２２Ｋ２１＋ρω

２Ｉ，Ｄ＝Ｋ１２Ｋ－１２２
层状地基自由表面需要满足边界条件：

ｐ０（ｚ＝０）＝０ （１０）
另外，层与层之间的交界处还应满足连续条件：

ｑ＋ａ ＝ｑ－ａ，ｐ＋ａ ＝ｐ－ａ（ａ＝１，２，…，ｌ－１，ｌ） （１１）

式中：＋和 －分别表示相邻两地基层交界处的上、
下平面。

多层地基底部仍假定为半无限地基，ｌ层底部
的边界条件为：

ｐｌ＝Ｋ∞ｑｌ （１２）
式中：Ｋ∞为半无限地基表面的动力刚度矩阵。

对于层状地基中的波动问题，本文采用精细积

分算法进行求解，不仅可以有效地避免指数溢出的

问题，并且具有较高的精度，具体求解过程可参见文

献［１４］。

２ 层状地基内部任意点的位移响应
为了求解层状横观各向同性地基内部任意点的

位移响应，必须要先得到层状地基内部体系的动力

柔度矩阵。对于多层体系，假设在 ｚｋ层面施加半宽
为Δｂ幅值为ｐｋ的均布线荷载，求解任意层面（ｚｋ（ｋ
＝０，１，２．．．ｎ））上节点的位移响应，如图１所示。利
用精细积分算法求解公式（８），可以得出在任意线性
保守体系内，层状地基上下面位移和应力向量的关

系并将其转化成以下统一形式：

ｐａ
－ｐ{ }

ｂ
＝
Ｋａａ Ｋａｂ
Ｋｂａ Ｋ[ ]

ｂｂ

ｑａ
ｑ{ }
ｂ

（１３）

利用公式（１２）和公式（１３）组装得到所有层面
的应力 －位移方程：

０
０
０


ｐｋ
































０

０

＝

Ｋ１１１ Ｋ１１２
Ｋ１２１ Ｋ１２２＋Ｋ２１１ Ｋ２１２

Ｋ２２１ Ｋ２２２＋Ｋ３１１



Ｋｎ１１ Ｋｎ１２
Ｋｎ２１ Ｋｎ２２＋Ｋ























∞

ｕ１
ｕ２
ｕ３


ｕｋ


ｕｎ－１
ｕ





































ｎ

或Ｐ＝ＫＵ （１４）

上式中 Ｋ为频率 －波数域内的刚度矩阵；Ｐ和Ｕ分
别为层面处施加的荷载向量和位移向量。对矩阵 Ｋ
求逆可得任意点的位移解为：

Ｕ（κ，ｚｉ，ω）＝ＦｉｋＰ（κ，ｚｋ，ω）（ｉ＝０，１，２，…ｎ）

（１５）
式中 Ｆ＝Ｋ－１，动力柔度矩阵中的每一项 Ｆｉｋ表示ｚｉ
平面上单位均布荷载作用下上的位移响应。

公式（１５）可以写成以下形式：
ｕ（κ，ｚｉ，ω）

ｗ（κ，ｚｉ，ω
{ }） ＝ Ｆｘｘ Ｆｘｚ

Ｆｚｘ Ｆ[ ]
ｚｚ ｉｋ

ｐｘ（κ，ｚｋ，ω）

ｐｚ（κ，ｚｋ，ω
{ }） （１６）

式中ｕ（ｋ，ｚ，ω）和ｐｘ（ｋ，ｚ，ω）为点在频率－波数域

内的 ｘ向位移和荷载；ｗ（ｋ，ｚ，ω）和 ｐｚ（ｋ，ｚ，ω）为
竖直 ｚ向位移和荷载。

对于公式（１６），利用傅里叶积分变换（公式（４））
的第二式进行逆变换后可得地基内任意点位移和施

加荷载点荷载的关系式为：

珘ｕ（ｘ，ｚ，ω）

珘ｗ（ｘ，ｚ，ω{ }） ＝ １２π∫
＋∞

－∞

Ｆｘｘ Ｆｘｚ
Ｆｚｘ Ｆｚｚ

ｐｘ（ｋ，ｚ，ω）

ｐｚ（ｋ，ｚ，ω{ }）ｅｉｋｘｄｋ
（１７）

（１）作用在水平 ｘ向的荷载。在区间 －Δｂ／２＜
ｘ＜Δｂ／２内作用有合力等于１的水平ｘ向均布谐和
力时，频率 －空间域内的应力强度为珓ｐｘ＝１／Δｂ，如
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图２所示。利用傅里叶积分变换（公式（４））的一式可
得频率 －波数域内的均布荷载 ｐｘ（ｋ，ｚ，ω）为：

ｐｘ（ｋ，ｚ，ω）＝∫
＋∞

－∞

珓ｐｘ（ｘ，ｚ，ω）ｅ－ｉｋｘｄｘ＝

∫
Δｂ／２

－Δｂ／２

１
Δｂ
ｅ－ｉｋｘｄｘ＝ ２

Δｂｋ
ｓｉｎΔｂｋ２

（１８）

图２ 水平 ｘ向某个区间内作用有均布谐和力

对于水平 ｘ向均布荷载，利用公式（１７）可得节
点（ｘ，ｚ）处的位移响应为：

珓ｑｘｘｘ（ｘ，ｚ，ω）＝
１
π∫
＋∞

０

Ｆｘｘ
２
Δｂｋ
ｓｉｎΔｂｋ( )２ ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ

珓ｑｘｚｘ（ｘ，ｚ，ω）＝
ｉ
π∫

＋∞

０

Ｆｚｘ
２
Δｂｋ
ｓｉｎΔｂｋ( )２ ｓｉｎ（ｋｘ）ｄｋ

（１９）
（２）作用在竖直 ｚ向的荷载。在区间 －Δｂ／２＜

ｘ＜Δｂ／２内作用有合力等于１的竖直 ｚ向均布谐和
力时，频率 －空间域内的应力强度为珓ｐｚ＝１／Δｂ，如
图３所示。利用傅里叶积分变换（公式（４））的一式可
得频率 －波数域内的均布荷载 ｐｚ（ｋ，ｚ，ω）为：

ｐｚ（ｋ，ｚ，ω）＝∫
＋∞

－∞

珓ｐｚ（ｘ，ｚ，ω）ｅ－ｉｋｘｄｘ＝

∫
Δｂ／２

－Δｂ／２

１
Δｂ
ｅ－ｉｋｘｄｘ＝ ２

Δｂｋ
ｓｉｎΔｂｋ２

（２０）

图３ 竖直 ｚ向某个区间内作用有均布谐和力

对于竖直 ｚ向均布荷载，利用公式（１７）可得节
点（ｘ，ｚ）处的位移响应为：

珓ｑｘｘｚ（ｘ，ｚ，ω）＝
ｉ
π∫

＋∞

０

Ｆｘｚ
２
Δｂｋ
ｓｉｎΔｂｋ( )２ ｓｉｎ（ｋｘ）ｄｋ

珓ｑｘｚｚ（ｘ，ｚ，ω）＝
１
π∫
＋∞

０

Ｆｚｚ
２
Δｂｋ
ｓｉｎΔｂｋ( )２ ｃｏｓ（ｋｘ）ｄｋ

（２１）

需要提出的是，公式（１９）和公式（２１）中的积分
虽然为无穷Ｂｅｓｓｅｌ函数积分，但低波数段部分对积
分的结果起到了决定性作用，因此可以将无穷积分

转化为有限积分进行处理，根据经验选取截断区间，

对积分结果的影响很小。本文采用五点高斯积分进

行求解，保证了数值计算的精度。

３ 埋置管道的动力阻抗函数
本文针对埋管 －层状地基体系，结合容积算法

进行求解。埋置管道 －地基体系动力阻抗函数的主
要求解思路为（见图４）。

图４ 容积法的原理

（１）先不在原层状横观各向同性地基内埋置管
道，然后将准备要埋置管道的区域离散成节点群（含

ｎ个节点），求解区域内离散节点群各自的位移响
应，组成节点群的动力柔度矩阵：

珘ｑ１
珘ｑ２


珘ｑ




















ｎ

＝

珟Ｆ１，１ 珟Ｆ１，２ … 珟Ｆ１，ｎ
珟Ｆ２，１ 珟Ｆ２，２ … 珟Ｆ２，ｎ
   

珟Ｆｎ，１ 珟Ｆｎ，２ … 珟Ｆｎ，











ｎ

珘ｐ１
珘ｐ２


珘ｐ




















ｎ

或珟Ｑ＝珟Ｆ珘Ｐ

（２２）
其中，珘ｑｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）表示 ｉ节点上的位移，
珘ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）表示作用在 ｉ节点上的应力。

式中珟Ｑ为所有节点的位移向量，珘Ｐ为作用在所
有节点上的应力向量，珟Ｆ为对应的动力柔度矩阵。对
珟Ｆ求逆得到动力刚度矩阵Ｋ（ω）＝珟Ｆ－１，因此，公式
（２２）可转化为用节点动力刚度矩阵表示的形式：

珘Ｐ＝Ｋ（ω）珟Ｑ （２３）
（２）分别求解埋置管道的刚度矩阵 ＫＰ和质量

矩阵ＭＰ，以及与埋置管道同体积的地基土的刚度矩

阵 ＫＧＰ和质量矩阵ＭＧＰ。则埋置管道 －地基体系的动
力刚度矩阵为：

ＳＰ（ω）＝ＫＰ－ＫＧＰ＋Ｋ（ω）－ω２（ＭＰ－ＭＧＰ）（２４）

式中：Ｋ（ω）为节点群的动力刚度矩阵。
由于地基中的埋管都是空心的，根据阻抗函数

的定义，可以假设埋管为无质量刚体，因此公式（２４）
中埋置管道的刚度矩阵 ＫＰ和质量矩阵ＭＰ都不需
要进行考虑。而刚度矩阵定义是发生单位位移时所
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需要的力，由于地基中的土是有限域，周围都没有约

束，因此公式（２４）中地基土的刚度矩阵 ＫＧＰ数值上
可以作零处理。所以埋管 －地基体系的动力阻抗矩
阵为：

ＳＰ（ω）＝Ｋ（ω）＋ω２ＭＧＰ （２５）

４ 数值算例与参数分析

４．１ 均质半无限地基中埋置刚性条带基础

因为广义平面波动问题中横观各向同性半无限

地基中埋置管道的动力刚度矩阵计算方法类似于横

观各向同性半无限地基中埋置有刚性条带基础的计

算方法，所以这里引入一个刚性条带基础埋置于均

质半无限地基中动力刚度矩阵的算例进行验证。宽

度为２Ｒ的刚性条带基础埋置于均质半无限地基中，
埋置深度为Ｄ＝Ｒ／４（参考点到地基表面的距离，参
考点取条带基础底部中心）。本算例中将分别选取两

种均质材料来进行求解，两种材料各自的属性参数

见表１，其中 Ｇ为水平面的剪切模量，阻尼比ξｓ＝ξｐ
均取５％。为方便与已有的文献结果进行对比，条带基
础的动力刚度矩阵系数按照下式转化为无量纲形式：

Ｓｐ（ａ０）＝πＧ

Ｋｈｈ ０ Ｋｈｒ
０ Ｋｖｖ ０
Ｋｒｈ ０ Ｋ









ｒｒ

ａ０＝
ωＲ
ｃｓ

（２６）

其中，ａ０＝ωＲ／ｃｓ，为无量纲频率，且ｃｓ＝ Ｒ４４／槡 ρ；

Ｋｈｈ、Ｋｖｖ和 Ｋｒｒ分别为水平、竖直和摇摆动力刚度；

Ｋｒｈ＝Ｋｈｒ为水平与摇摆耦合动力刚度。这里把此算

例的计算结果与Ｗａｎｇ等［１５］的计算结果进行对比，
两者结果基本一致，从而验证了本文算法的正确性

和计算结果的精确性。

表１ 横观各向同性半无限地基材料属性

材料 Ｅｈ／Ｇ ｖｈｈ Ｅｖ／Ｇ ｖｖｈ Ｇｖｈ／Ｇ

１ １．９６６ ０．１７０ ２．４０６ ０．１８５ １．０

２ ３．８６４ ０．３０１ ２．８６３ ０．１８５ １．０

４．２ 横观各向同性的影响

半径为 Ｒ的圆形管道埋置于层状横观各向同
性半无限地基中，埋置深度为 Ｄ＝２Ｒ。为了研究层
状地基的横观各向同性属性对地基中埋置管道动力

阻抗函数的影响，本算例中选取两层地基且下卧弹

性半无限地基的情况来进行分析。两个地基层及半

无限地基层的材料属性见表 ２所示，对不同的地基
层选取相同的比值 ｎ＝Ｅｈ／Ｅｖ，并针对不同的水平
向和竖直向弹性模量的比值 ｎ对埋管动力阻抗函数

的影响进行分析研究（ｎ＝０．３３，ｎ＝１．００，ｎ＝
２．００）。将计算得到的埋管的动力刚度矩阵系数按照
公式（２６）转化为无量纲形式。计算结果显示 ｎ取不
同的值时，地基中埋管动力刚度矩阵系数曲线的形

状大致相同。当无量纲频率 ａ０很小时，尽管比值 ｎ
不同，水平、竖直刚度矩阵系数的实部和虚部变化均

较小。随着ａ０的增大，水平刚度矩阵系数Ｋｈｈ的实部
和虚部与比值 ｎ的大小成正比；竖直刚度矩阵系数
Ｋｖｖ的实部和虚部曲线就越早趋于平缓。而摇摆刚

度矩阵系数 Ｋｒｒ的实部和虚部与比值 ｎ的大小成反
比。

表２ 两层层状地基和半无限地基材料属性

地基层 Ｅｈ／Ｇ ｖｈｈ ｖｖｈ ρ ｈ

层１ ２．５０ ０．２５ ０．２５ １．００ １．０Ｒ

层２ １．３０ ０．３０ ０．３０ １．００ ０．５Ｒ

层３ ０．５３ ０．３３ ０．３３ ０．８９ 无限

５ 结 论
本文运用方程变换和精细积分算法，并结合容

积法来求解层状地基中埋置管道的动力阻抗函数。

此算法不仅对层状地基的厚度、层数及材料属性没

有任何限制，而且过程中利用到精细积分算法，使得

计算结果具有很高的精度。求解过程中涉及到的矩

阵维数均较少，使计算更加简便，求解效率也得以保

证，且矩阵数值求解稳定。利用算例得出的结果与

文献的计算结果相比较，验证了本文算法的准确性。

并结合算例针对层状地基的横观各向同性进行参数

分析，结果表明地基的横观各向同性属性对层状地基

中埋置管道的动力阻抗函数有着十分重要的影响。
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（６）建议实施有针对性的支护设计，尤其注意
加强隧道顶部左侧和底部右侧的加固支护措施，可

有效防止发生初期支护混凝土开裂掉块、右侧底板

开裂破坏情况，为后续的隧道设计及围岩加固提供

了参考，有效地保证了隧道的安全顺利施工。
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