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考虑预应力效应的曲梁面内振动特性研究
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摘 要：为了研究预应力对曲梁面内振动特性的影响，以自由振动状态下的曲梁微段为研究对象，考虑

预应力对曲梁刚度的影响，推导了曲梁的面内振动偏微分方程，对方程进行求解并推求了简支曲梁面内

振动一、二阶频率计算公式，算例分析结果表明所提计算公式正确。
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曲线梁桥的受力特性是一个复杂的空间问题，

很难准确地把握曲线梁桥的受力状态，目前曲梁动

力特性的研究成果相对于静力分析较少［１－２］，在以

往的研究中，曲梁的动力特性研究基本上都没有考

虑预加力的作用［３－７］，也基本上没有提出广泛适用

的计算公式，目前在工程中曲梁固有频率的计算基

本上采用有限单元法进行［８－１１］。虽然在《公路桥涵

设计通用规范》［１２］（ＪＴＧＤ６０－２００４）给出的拱桥基频
的计算方法可参照计算曲梁的面内振动基频，但根

据本文的验证，计算出的基频与实际情况差异极大，

不能正确的反映曲梁面内的振动情况。

本文中采用达朗贝尔原理研究了曲梁振动微分

方程，并进一步考虑了预应力的影响，推求了预应力

圆弧曲梁（以下简称曲梁）一、二阶面内自振频率公

式，并对公式的正确性进行了验证。

１ 振动微分方程推导
１．１ 基本假定

在进行曲梁振动微分方程的推导时，做以下 ３
项假定：

（１）曲梁为矩形匀质、等截面梁，半径为常数
Ｒ；
（２）预加力为常量 Ｐ，作用在矩形截面形心；
（３）曲梁半径远大于截面尺寸，忽略曲率的影

响。

采用的坐标系为三维流动直角坐标系，规定曲线

圆心方向为 ｘ轴，垂直于曲线所在平面向下为 ｙ轴；
截面形心轴切线方向为 ｚ轴，坐标系正方向见图１。



图１ 三维流动直角坐标系

为了简化推导过程和降低求解难度，本文仅考

虑直线布筋且力筋位于截面形心的情况，偏心和曲

线布筋情况下的振动方程极为复杂，有待于进一步

研究。由于轴向振动产生的振动变形较小，在推导

过程中忽略轴向振动，以静力学的方式考虑，曲梁微

段由预应力外荷载在横截面上仅产生的轴力为 －
Ｐ［１３］，附加弯矩为零。
１．２ 振动微分方程推导

在自由振动状态下，曲梁微段不受其他外力作

用，截面内力见图 ２。利用空间力系维系平衡的 ６
个条件可以得到６个方程。由其中３个方程可导出
面内振动的内力平衡方程。

图２ 微段截面内力图
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同理由∑Ｆｚ＝０、∑Ｍｙ＝０可列出其余２个方程
并化简得：
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式中：ｍ为曲梁单位长度的质量；Ｎ为轴力；Ｍｙ为横
向弯矩；Ｒ为半径；ｕ为纵向位移；ｖ为径向位移。

将（３）式对 ｚ求导并代入（２）式中，令 Ｎ＝－Ｐ，
可得到：

２Ｍｙ
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式（５）中仅存的内力项为面内弯矩 Ｍｙ，为了消

去该内力项，还需代入几何、物理方程［１４］，以建立截

面内力与变形之间的关系。根据材料力学和胡克定

律，可以建立面内横向弯矩 Ｍｙ与变形的关系［１４］：

Ｍｙ＝ＥＩｙＫｙ＝ＥＩｙ（
ｄ２ｖ
ｄｚ２＋

ｖ
Ｒ２
） （６）

式中：Ｅ为弹性模量；Ｉｙ为绕ｙ轴的抗弯惯矩；Ｋｙ为
绕ｙ轴的变形曲率。

将力和变形之间的几何关系代入式（５）可得：

ＥＩｙ
４ｖ
ｚ４

＋（
ＥＩｙ
Ｒ２ ＋

Ｐ）
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式（７）即为考虑预应力影响的曲梁面内振动微
分方程。

当曲梁半径 Ｒ→ ∞ 时，式（７）退化为以下方
程：

ＥＩｙ
４ｖ
ｚ４

＋Ｐ
２ｖ
ｚ２

＋ｍ
２ｖ
ｔ２

＝０ （８）

式（８）为考虑轴向力影响的直线梁的横向弯曲
振动微分方程，说明在半径趋于无限大的时候曲梁

振动方程退化为了直梁的振动方程。

式（７）反映曲梁面内振动，在忽略纵向振动的
情况下，式中仅包含了径向位移 ｖ，大大降低了方程
求解的难度。同时面内振动微分方程中包含了预加

力 Ｐ，说明预加力的存在将影响梁的振动特性。

２ 方程求解

２．１ 边界条件

考虑简支超静定曲梁的情况见图 ３，固定梁端
扭转约束，其边界条件为：

ｖ（０）＝ｖ（ｌ）＝０，ｖ″（０）＝ｖ″（ｌ）＝０； （９）
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图３ 曲梁支承布置

２．２ 方程求解

由式（７）可看出，适当的简化已经使方程式（７）
解耦，式中仅含有径向位移 ｚ，从而使方程求解难度
大大降低；曲梁面内振动方程求解思路如下：

当 Ｐ＝０时，即不考虑预应力作用的时候，式
（７）是一个齐次线性偏微分方程，可以采用分离变
量法求解，按照文献［１５］可以求解方程并求出写出
自振频率的表达式如下：

ω ＝
ｎ２π２
ｌ２

ＥＩｙ槡ｍ （１－

ＥＩｙ
Ｒ２
ｌ２

ｎ２π２ＥＩｙ槡 ） （１０）

其中 ｎ为频率的阶数。
现在主要考虑当Ｐ≠０时的情况：当Ｐ≠０时式

（７）为一个非齐次线性偏微分方程，可采用伽辽金
方法求得近似解，求解过程如下：

构造横向振动的位移函数：

ｖ（ｚ，ｔ）＝∑
ｎ

ｒ＝１
φｒ（ｚ）ｑｒ（ｔ） （１１）

其中φｒ（ｚ）为形状函数。
将式（１１）代入式（７）并在区间（０≤ｘ≤ｌ）进行

加权积分得：

∫
ｌ

０
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（２）
ｒ（ｚ）ｑ（ｔ）＋

Ｐ
Ｒ］φｒ（ｚ）ｄｘ＝０，ｒ＝

１、２…ｎ （１２）
本文拟求一阶和二阶频率，形状函数φｒ（ｚ）取

简支梁的一阶、二阶振型函数φ１（ｚ）＝ｓｉｎ（
πｚ
ｌ）和

φ２（ｚ）＝ｓｉｎ（
２πｚ
ｌ），分别将其代入式（１２），化简得到

式（１３）和式（１４）：

∫
ｌ

０
［ｍ̈ｑ（ｔ）ｓｉｎ（πｚｌ）＋（ＥＩｙ

π
４
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∫
ｌ

０
［ｍ̈ｑ（ｔ）ｓｉｎ（２πｚｌ）＋（ＥＩｙ

１６π４
ｌ４ －

（Ｐ＋
ＥＩｙ
Ｒ２
）
４π２
ｌ２
）

ｑ（ｔ）ｓｉｎ（２πｚｌ）＋
Ｐ
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２πｚ
ｌ）ｄｚ＝０ （１４）

分别对式（１３）和式（１４）进行积分运算可得式
（１５）和式（１６）：

ｑ̈（ｔ）＋ω２１ｑ（ｔ）＋
４Ｐ
ｍπＲ＝

０ （１５）

ｑ̈（ｔ）＋ω２２ｑ（ｔ）＝０ （１６）

式（１５）为无阻尼单自由度系统在恒力作用下
的受迫振动方程，体系自振圆频率公式为：

ω１＝
π
２

ｌ２
ＥＩｙ槡ｍ （１－

（Ｐ＋
ＥＩｙ
Ｒ２
）ｌ２

π
２ＥＩｙ槡 ） （１７）

式（１６）为无阻尼单自由度系统自由振动方程，
体系自振圆频率公式为：

ω２＝
４π２
ｌ２

ＥＩｙ槡ｍ （１－
（Ｐ＋

ＥＩｙ
Ｒ２
）ｌ２

４π２ＥＩｙ槡 ） （１８）

式（１７）和式（１８）为简支曲梁面内振动的一、二
阶自振频率公式，当曲梁半径 Ｒ→ ∞时，公式即退
化为式（１９）和式（２０）：

ω１＝
π
２

ｌ２
ＥＩｙ槡ｍ （１－ Ｐｌ２

π
２ＥＩｙ槡 ） （１９）

ω２＝
４π２
ｌ２

ＥＩｙ槡ｍ （１－ Ｐｌ２
４π２ＥＩｙ槡 ） （２０）

式（１９）和式（２０）为考虑轴力影响的直梁一、二
阶自振频率［１５］公式。由此可知当曲梁半径 Ｒ→ ∞
时，曲梁自振频率公式即退化直梁自振频率计算公

式。当 Ｐ＝０时，式（１７）、式（１８）式则退化为式（１０），
与分离变量法求解结果吻合。

分析式（１７）和式（１８）可以得出：
（１）曲梁一阶和二阶面内振动频率除了与梁体

质量、刚度分布情况有关以外，还与半径和预应力的

大小有关。

（２）计算公式表明预应力将影响曲梁的刚度，
预应力越大，曲梁的自振频率越低。

（３）由于预应力荷载一般远小于临界荷载，预应
力对自振频率的影响较小；同时对于简支曲梁，半径

一般远大于梁长，半径对自振频率的影响也较小。

３ 数值验证
建立曲梁数值计算模型，梁截面为矩形，梁高

０．９ｍ，宽０．３ｍ，梁长２０ｍ；梁体弹模 Ｅ＝３．５×１０４

ＭＰａ，ρ＝２５００ｋｇ／ｍ
３，预应力筋弹模 Ｅ＝２．１×１０５
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ＭＰａ，曲梁半径分别取 ６０ｍ、１００ｍ、２００ｍ、和 １００００
ｍ，用降温法模拟预加力。

分别采用本文导出的一阶和二阶频率近似计算

公式和有限元程序计算曲梁面内一、二阶自振频

率［１６］；曲梁一阶面内振型为正对称弯曲，二阶面内

振型为反对称弯曲，振型图见图４和图５。此外，有
文献认为曲梁面内的振动计算和拱桥的振动一致，

可参照拱桥计算，而在《公路桥涵设计通用规范》［１２］

（ＪＴＧＤ６０－２００４）给出了拱桥一阶频率的计算方式，
即：

ｆ１＝
ω１
２πｌ２

ＥＩｃ
ｍ槡 ｃ

（２１）

其中ω１＝１０５×
５．４＋５０ｆ２

１６．４＋３３４ｆ２＋１８６７ｆ４
，此处将３者

计算结果进行比较，表１～表３为预加力 Ｐ分别为０
ｋＮ、１０ｋＮ、２０ｋＮ时的自振频率大小。

图４ 曲梁一阶振型 图５ 曲梁二阶振型

表１ Ｐ＝０ｋＮ时曲梁自振频率计算结果比较

Ｒ
一阶自振频率／Ｈｚ

本文公式一阶 有限元模型一阶

与有限元

模型的相对

误差１／％

二阶自振频率／Ｈｚ

拱桥频率公式 本文公式二阶 有限元模型二阶

与有限元

模型的相对

误差２／％

６０ ０．５５８３ ０．５８８９ －５．４８ １．９３２２ ２．２５５０ ２．２３６４ ０．８２

１００ ０．５６３０ ０．５７５６ －２．２３ １．９５９４ ２．２５９６ ２．２５１０ ０．３８

２００ ０．５６４９ ０．５７０６ －１．０１ １．９７１１ ２．２６１６ ２．２５６９ ０．２１

１００００ ０．５６５６ ０．５６９５ －０．６９ １．９７５１ ２．２６２２ ２．２５６８ ０．２４

表２ Ｐ＝１０ｋＮ时曲梁自振频率计算结果比较

Ｒ
一阶自振频率／Ｈｚ

本文公式一阶 有限元模型一阶

与有限元

模型的相对

误差１／％

二阶自振频率／Ｈｚ

拱桥频率公式 本文公式二阶 有限元模型二阶

与有限元

模型的相对

误差２／％

６０ ０．５５４６ ０．５８９０ －６．２０ １．９３２２ ２．２５１４ ２．２３６５ ０．６６

１００ ０．５５９３ ０．５７５６ －２．９１ １．９５９４ ２．２５６０ ２．２５１１ ０．２２

２００ ０．５６１３ ０．５７０７ －１．６７ １．９７１１ ２．２５７９ ２．２５７０ ０．０４

１００００ ０．５６１９ ０．５６９６ －１．３６ １．９７５１ ２．２５８６ ２．２５７０ ０．０７

表３ Ｐ＝２０ｋＮ时曲梁自振频率计算结果比较

Ｒ
一阶自振频率／Ｈｚ

本文公式一阶 有限元模型一阶

与有限元

模型的相对

误差１／％

二阶自振频率／Ｈｚ

拱桥频率公式 本文公式二阶 有限元模型二阶

与有限元

模型的相对

误差２／％

６０ ０．５５０９ ０．５８９０ －６．９２ １．９３２２ ２．２４７７ ２．２３６７ ０．４９

１００ ０．５５５６ ０．５７５７ －３．６２ １．９５９４ ２．２５２３ ２．２５１３ ０．０４

２００ ０．５５７６ ０．５７０８ －２．３６ １．９７１１ ２．２５４３ ２．２５７２ －０．１３

１００００ ０．５５８２ ０．５６９６ －２．０４ １．９７５１ ２．２５４９ ２．２５７１ －０．１０

由计算结果可以看出：

（１）本文导出的预应力曲梁面内一、二阶频率
计算公式与有限元分析结果相比较为接近，一阶频

率最大误差为６．９２％；二阶频率最大误差为０．８２％，
二阶频率的计算精度明显高于一阶频率；总体而言

半径越大其误差越小。
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（２）根据本文的近似公式计算，一阶频率随着
半径增加而增加，与有限元计算结果趋势不一致，但

是数值总体相差不大，二阶频率变化趋势与有限元

计算结果一致；而公式中预应力对一阶和二阶自振

频率的影响都较小，随着预应力的增加，频率减小的

幅度小于１％。
（３）按照拱桥的一阶频率公式计算曲梁的振动

频率与本文的结果和有限元计算结果相差极大，不

宜按此公式计算的曲梁的面内振动频率。

４ 结 论
（１）用数学物理方法推导了考虑预应力效应的

曲梁面内振动微分方程，分析了曲梁面内振动特性，

求解方程得出了曲梁面内振动一、二阶频率近似计算

公式，数值分析结果与公式计算结果吻合，证明了方

程的推导及求解的正确性。本文导出的公式具有一

定的实用性，可用于曲梁低阶自振频率的近似计算。

（２）而按照《公路桥涵设计通用规范》［１２］（ＪＴＧ
Ｄ６０－２００４）规范拱桥的一阶频率公式计算曲梁的面
内振动频率与有限元计算结果差异极大，不适于计

算曲梁面内的振动频率。
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