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摘 要：桥梁施工建设时控制网投影面选取关系到全桥施工的定位精度，针对特大型桥梁线路长、施工

精度要求高、投影不可避免存在变形等特点，提出利用任意投影带的高斯正形投影，对桥梁的各部分按

照结构重要性划分投影变形权重，求出使得全桥 ＧＰＳ控制网长度综合变形最小的、符合施工精度要求
的、全桥统一的最优抵偿投影面。
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随着我国交通建设不断发展，特大型桥梁工程

越来越多的建在河流上，作为特大型精密工程，桥梁

施工精度要求很高，如何合理、精确地计算全桥控制

网点的数据是保证特大型桥梁工程质量的关键。

ＧＰＳ控制网的测设工作是桥梁施工前的首要工作，
进而需要将 ＧＰＳ基线网投影变换为工程独立施工
控制网［１］。

为便于工程使用，要求由转换的控制点坐标反

算的边长与实地量得的边长，在长度上应该相等，即

由归算投影改正而带来的变形或改正数，不得大于

工程各阶段的精度要求。当边长的归算投影改正不

能满足精度要求时，为保证测量结果的直接利用和

计算的方便，可采用任意带抵偿投影面高斯正形投

影，或尺度强制约束等变换方式限制边长投影变形。

本文针对桥梁各部分的施工精度要求、平均施工面

高程、线路长度的不同，研究一个使得满足全桥投影

变形最小的任意带抵偿投影面，力争选取合适的投

影参数，使得ＧＰＳ网在高斯平面上的边长尺度能与
地面网坐标系中应有的边长尺度相一致［２］。

１ 抵偿投影的基本理论
将地面实测距离归算到参考椭球面上的变形影

响为：

Δｓ１＝－
Ｈｍ
Ｒｓ （１）

式中：Ｈｍ为地面点边长线高出参考椭球面的平均高
程；ｓ为地面点间的实测距离；Ｒ为归算边方向参考
椭球法截弧的曲率半径。



将椭球面上的长度为 Ｓ大地线归算到高斯投影
面上，变形长度为Δｄ，

Δｄ＝
ｙ２ｍ
２Ｒ２ｍ
Ｓ （２）

式中：Ｓ＝ｓ＋Δｓ１，ｙｍ表示大地线投影后始末两模
拟点横坐标平均值；Ｒｍ表示大地线始末两端点的平
均纬度计算的椭球的平均曲率半径。

更加精确的投影公式为［３］：

Δｄ＝
ｙ２ｍ
２Ｒ２ｍ
Ｓ＋ΔＹ

２

２４Ｒ２ｍ
Ｓ （３）

式中：ΔＹ表示两端点近似横坐标的之差。
工程中选择投影带的原则是使得投影产生的变

形较观测值而言，变化最小。不同投影带的出现是因

为选择的中央子午线不同，如果合理选择中央子午

线的位置，使得该投影带所产生的两端点的长度变

形恰好抵偿这两点投影到椭球面上产生的长度变

形，则在高斯平面上，这两点的长度能够和实际长度

保持一致，避免长度变形，称这种能够抵偿长度变形

的投影带为“抵偿投影带”［４－５］。

由式（１）和（２）可知，边长投影的综合变形ΔＳ
为：

ΔＳ＝Δｄ＋Δｓ１＝
Ｓ
２Ｒ２
（ｙ２ｍ－２ＲＨ） （４）

式中：Ｒ与Ｒｍ大致相等，在几十公里的投影范围内，
可保持 Ｒ不变。Ｈ为归算边高出抵偿投影面的平均
高程，则抵偿投影面的高程为 Ｈｍ－Ｈ。

２ 桥梁最优投影面的选取
特大型桥梁一般呈线性［６］，包括主桥、引桥和接

线工程，全长可达３０ｋｍ。如图１所示，ｙ１表示北接线
的起点，ｙ２表示北引桥的起点，ｙ３表示主桥的横坐
标（主桥轴线平行于子午线），ｙ４为南引桥终点坐
标，ｙ５为南接线终点坐标。

设桥梁北接线工程的平均高程为 Ｈ１，长度为

Ｓ１；北引桥工程的平均高程为 Ｈ２，长度为 Ｓ２；主桥桥

面的平均高程为 Ｈ３，长度为 Ｓ３，南引桥工程的平均
高程为 Ｈ４，长度为 Ｓ４，南接线工程的平均高程为

Ｈ５，长度为 Ｓ５（其中，Ｈ１至 Ｈ５均为地面点高出参考

椭球面的高程）。

投影时需遵循两个原则：

（１）主桥的桥面平均变形为０；
（２）全桥的投影变形最小。

图１ 桥梁线路图

依照这两个原则，又因为主桥轴线平行于子午

线，所以：

ΔＳ主桥 ＝
Ｓ３
２Ｒ２
［（ｙ０－ｙ３）２－２Ｒ（Ｈ３－Ｈ）］＝０（５）

Ｈ＝Ｈ３－
（ｙ０－ｙ３）２
２Ｒ （６）

式中：Ｈ表示未加高程异常改正的抵偿投影面的高
程。

根据公式（３）可以看出，高斯投影变形实际上
是一个以距离中央子午线距离为自变量的二次曲

线。为了尽可能减小全桥边长的综合变形，需要采用

一定的算法求出最优的中央子午线位置 ｙ０。
设接线工程对投影变形的精度要求权为 Ｐ１，引

桥工程对投影变形的精度要求权为 Ｐ２，主桥工程对
投影变形的精度要求权为 Ｐ３，因为已经保证了主桥
投影变形为 ０，所以在计算综合变形时可以不予考
虑。为了求定中央子午线的位置 ｙ０，在线路区间
［ｙ１，ｙ６］上对变量 ｙ进行积分，其中 ｙ０∈［ｙ１，ｙ６］。

将一条长度为 Ｓ的线路在区间ｙ∈［ｙ１－ｙ０，ｙ２

－ｙ０］上分成 ｎ段，每段长为
ｙ２－ｙ１
ｎ ，对于一段微小

的距离区间［ｙ，ｙ＋Δｙ］，其高斯投影变形Δｓｉ为：

Δｓｉ＝ｓｉ［
（ｙ＋Δｙ２）

２

２Ｒ２ ＋
（ｙ２－ｙ１）２

２４Ｒ２
］ （７）

则每段投影变形值可近似为：

ΔＳｉ＝
Ｓ
ｎ（
ｙ２ｉ
２Ｒ２＋

（ｙ２－ｙ１）２

２４Ｒ２
）－
（Ｈ１－Ｈ）
Ｒ

Ｓ
ｎ （８）

因为 ｘ方向上的变形不考虑，可以近似的用 ｄｙ
的变化来反映 ｄｓ的变化，则在一整条线段上，ｎ段
总的投影变形公式经过整合为：

（１） ΔＳ北接线 ＝∫
ｙ２－ｙ０

ｙ１－ｙ０
Ｓ１（
ｙ２
２Ｒ２＋

（ｙ２－ｙ１）２

２４Ｒ２
）ｄｙ－
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（Ｈ１－Ｈ）
Ｒ Ｓ１ （９）

（２） ΔＳ北引桥 ＝∫
ｙ３－ｙ０

ｙ２－ｙ０
Ｓ２（
ｙ２
２Ｒ２＋

（ｙ３－ｙ２）２

２４Ｒ２
）ｄｙ－

（Ｈ２－Ｈ）
Ｒ Ｓ２ （１０）

（３） ΔＳ南引桥 ＝∫
ｙ４－ｙ０

ｙ３－ｙ０
Ｓ４（
ｙ２
２Ｒ２＋

（ｙ４－ｙ３）２

２４Ｒ２
）ｄｙ－

（Ｈ４－Ｈ）
Ｒ Ｓ４ （１１）

（４） ΔＳ南接线 ＝∫
ｙ５－ｙ０

ｙ４－ｙ０
Ｓ５（
ｙ２
２Ｒ２＋

（ｙ５－ｙ４）２

２４Ｒ２
）ｄｙ－

（Ｈ５－Ｈ）
Ｒ Ｓ５ （１２）

（５） ΔＳ主桥 ＝０ （１３）
对式（９）进行积分计算：设ΔＹｉｊ＝ｙｊ－ｙｉ，则：

ΔＳ北接线 ＝
Ｓ１
２４Ｒ２

·［５ΔＹ３１２＋１２ΔＹ１２（ｙ１－ｙ０）（ｙ２－

ｙ０）－２４Ｒ（Ｈ１－Ｈ）］ （１４）
（１０）到（１２）式依次类推，考虑各段所占的权重，则
总的投影变形为：

∑ΔＳ总 ＝Ｐ１（ΔＳ北接线 ＋ΔＳ南接线）＋Ｐ２（ΔＳ北引桥 ＋
ΔＳ南引桥）＋Ｐ３·ΔＳ主桥 （１５）

结合公式（６）和（１４），问题就变成有两个未知
数，两个方程，求函数的最小值，其中 ｙ０∈［ｙ１，ｙ５］，
最后的总函数公式为：

∑ΔＳ总 ＝ａＰ１［ｂ１＋１２ｔ１２Ｓ１＋１２ｔ４５Ｓ５］＋ａＰ２［ｂ２＋
１２ｔ２３Ｓ２＋１２ｔ３４Ｓ４］－

１
Ｒ［Ｐ１（Ｈ１－Ｈ）（Ｓ１

＋Ｓ５）＋Ｐ２（Ｈ２－Ｈ）（Ｓ２＋Ｓ４）］ （１６）

其中：ａ＝ １
２４Ｒ２

，ｂ１＝５（Ｓ１ΔＹ３１２＋Ｓ５ΔＹ３４５），

ｔｉｊ＝ΔＹｉｊ（ｙｊ－ｙ０）（ｙｉ－ｙ０）

Ｈ＝Ｈ３－
（ｙ０－ｙ３）２
２Ｒ

在上面的公式中，将 Ｈ改写成ｙ０的一元二次函数形
式：

∑ΔＳ总 ＝ ３ａ· ［４Ｐ１Ｓ１ΔＹ１２ ＋ ４Ｐ１Ｓ５ΔＹ４５ ＋

４Ｐ２Ｓ２ΔＹ２３＋４Ｐ２Ｓ４ΔＹ３４－４Ｐ１（Ｓ１＋Ｓ５）－４Ｐ２（Ｓ２＋
Ｓ４）］ｙ２０－３ａ·［４Ｐ１Ｓ１ΔＹ２１２＋４Ｐ１Ｓ５ΔＹ２４５＋４Ｐ２Ｓ２ΔＹ２２３
＋４Ｐ２Ｓ４ΔＹ２３４－８Ｐ１（Ｓ１＋Ｓ５）ｙ３－８Ｐ２（Ｓ２＋Ｓ４）ｙ３］ｙ０
＋ａ｛Ｐ１ｂ１＋Ｐ２ｂ２＋１２Ｓ１Ｐ１ΔＹ·１２＋１２Ｓ５Ｐ１ΔＹ·４５＋
１２Ｓ２Ｐ２ΔＹ·２３＋１２Ｓ４Ｐ２ΔＹ·３４＋２４Ｒ［Ｐ１（Ｓ１＋Ｓ５）（Ｈ１－

Ｈ３＋
ｙ２３
２Ｒ）＋Ｐ２（Ｓ２＋Ｓ４）（Ｈ２－Ｈ３＋

ｙ２３
２Ｒ）］｝ （１７）

其中：ΔＹ·ｉｊ＝ΔＹｉｊｙｉｙｊ，ΔＹ２ｉｊ＝ｙ２ｊ－ｙ２ｉ。
对于（１７）式，需要分成６种函数模型图进行讨

论，如图２所示：

图２ 投影差的６种函数模型图

ｙ０应该为误差最小值（∑ΔＳ总 ＝ｍｉｎ）所对
应的位置。

这样，就求出了投影中央子午线 ｙ０的位置和未
加高程异常改正抵偿投影面的高程 Ｈ的位置。又因
为测区高程计算一般采用经过似大地水准面精化后

的高程进行统一的高程计算，因而，需要将求出的大

地水准面高程转化到似大地水准面上［７］。

最终的相对似大地水准面的抵偿投影面的高程

Ｈ似投影，
Ｈ似投影 ＝Ｈ－ζ异常 （１８）

其中，ζ异常 为高程异常值，为似大地水准面到参考

椭球面的距离。

３ 实例分析
某桥梁工程全线ＧＰＳ测量控制网等级为 Ｄ级，

主桥ＧＰＳ测量控制网等级为 Ｂ级，线路分布情况如
图１所示，全长 ２８．９９６ｋｍ，本地区的平均高程异常
为５６．６ｍ。具体情况见表１。

表１ 桥梁线路信息表

名称
长度

／ｋｍ
平均

高程／ｍ
起点～终点
ｙ坐标／ｋｍ

精度权

北接线 １２．０ １８ ０．０～６．５ １

北引桥 １．６ ４０ ６．５～７．６ ４

主桥 ２．３ ６２ ７．６～７．６ １０

南引桥 １．６ ４０ ７．６～８．３ ４

南接线 １１．６ １８ ８．３～１５．２ １

则依照公式（６）、公式（１７）和公式（１８），可以求
出 ｙ０的系数关系式为：

∑ΔＳ总 ＝１５９７．２ｙ２０－６２０３．１ｙ０－１２２２９．２ （１９）
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符合 图 ２中 第 ５个 函 数 模 型，要 使 得

∑ΔＳ总 ＝０，ｙ０位置为 ５．３２２３ｋｍ，则依据公式

（６），可以求出 Ｈ为６１．４ｍ。

最终抵偿投影面高程为：

Ｈ似投影 ＝Ｈ－ζ异常 ＝６１．４ｍ－５６．６ｍ＝５．８ｍ
表２为利用本方法求解的桥梁全线ＧＰＳ变长变

形与文献［３］的方法进行比较的结果。

表２ 观测结果分析表

线路名 实测边长／ｍ 文献［３］／ｍ Δｓ／ｍｍ 本文／ｍ Δｓ／ｍｍ

ＮＦ０１－ＮＦ０２ １５０８．３３４７ １５０８．３４１２ ６．５ １５０８．３３９４ ４．７

ＮＦ０５－ＮＦ０６ ２１０５．３４２５ ２１０５．３３９１ －３．４ ２１０５．３４２２ －０．３

ＮＦ１５－ＮＦ１６ １３５４．５１４２ １３５４．５２０１ ５．９ １３５４．５１０５ －３．７

ＮＦ１８－ＮＦ１９ １１１８．２９８３ １１１８．３０８３ １０．０ １１１８．３０３９ ５．６

ＮＦ２４－ＮＦ２５ ９９５．３５６５ ９９５．３６９０ １２．５ ９９５．３６７２ １０．７

４ 结 语
本文提出了对线路工程分段分权进行处理的方

法。

（１）减小了因为将全部测区使用一个平均高程
来计算而造成的误差；

（２）根据工程各部位施工精度的要求不同，提
出线路分权处理的方法，使得各部分投影变形都能

满足精度要求，并保证了主桥桥面投影无变形；

（３）保证了全桥总的投影变形和为０，但在线路
的两端仍然存在一定量的投影变形；

（４）如果将桥梁划分成几个部分单独进行控制
网投影，固然精度更高，但对于全桥而言，坐标转换，

施工对接过于复杂，而本方法可以在精度允许范围

内，形成全桥的统一投影基准。
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